WSTEP DO TEORII PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

I. WSTEP

Wynikami niektorych eksperymentéw losowych sa funkcje, ktorych argument nalezy do pew-
nego podzbioru zbioru liczb rzeczywistych R. Przy powtarzaniu eksperymentu obserwujemy
za kazdym razem inna funkcje. Stworzenie modelu probabilistycznego eksperymentow, kto-
rych wynikami sg losowo zmieniajace sie funkcje, wymaga wprowadzenia pojecia procesu
stochastycznego (nazywanego réwniez procesem losowym).

Teoria proceséw stochastycznych zajmuje siec modelowaniem zjawisk losowych wystepujacych

m.in. w
e fizyce: rozpad promieniotworczy, dyfuzja, ruchy Browna, turbulentny przeptyw cieczy;

e medycynie: badanie sygnalow biomedycznych, takich jak elektrokardiogramy (EKG)
lub elektroencefalogramy (EEG);

e ckonomii: zmiany cen akcji na gieldzie i liczby roszczen wobec towarzystw ubezpiecze-

niowych;

e meteorologii: prognozowanie pogody, w szczegblnosci badanie zmian w czasie cinienia

atmosferycznego i temperatury powietrza w ustalonym miejscu na powierzchni Ziemi;
e analizie sygnalow: opis szumow (zaklocen), wykrywanie stabych sygnatow w szumie.

Podstawowym praktycznym zadaniem teorii proceséw stochastycznych jest przewidywanie

zachowania procesu dla chwil ¢ > %, jedli znany jest jego przebieg dla t < ¢y.

II. POJECIE PROCESU STOCHASTYCZNEGO

Niech T' C R, dowolny element ¢t € T' nazywaé¢ bedziemy chwila.

Procesem stochastycznym (lub procesem losowym) nazywamy funkcje T > t — X;, gdzie X;
jest zmienna losowa okreslona na ustalonej przestrzeni probablilistycznej (€2, S, P).

Proces stochastyczny bedziemy oznaczaé przez {X; : t € T} lub (X;)ser-

Wartoscig procesu w chwili ¢ nazywamy zmienng losowa X;.



Realizacjq (trajektorig) procesu nazywamy funkcje rzeczywista T 2 ¢t — x,(t) := Xi(w),
przy ustalonym w € Q (czesto pisze si¢ z(t) zamiast x,(t)).

Przestrzeniq standw procesu nazywamy zbior liczb {X;(w) :w € Q,t € T} C R.

Jezeli T jest przedziatem (ograniczonym badz nie), to proces stochastyczny nazywamy pro-
cesem z czasem ciggtym. Jezeli T jest zbiorem przeliczalnym, T = {t;,ts,...}, to proces
stochastyczny nazywamy procesem z czasem dyskretnym lub szeregiem czasowym, badz cig-
giem losowym. Jesli pierwsza — czyli liczbowo najmniejsza — chwile czasu oznaczymy
przez to, wtedy T = {to,t1,t2,...}. Czesto pomija sie informacje o uzywanej jednostce
czasu, wowczas zbior T jest zazwyczaj podzbiorem zbioru wszystkich liczb caltkowitych
Z=A..,-2,-1012 ..}, np. T ={1,2,...} =N, T =1{0,1,2,...} = NU{0}, lub
T=17.

Proces stochastyczny (X;);er czasami oznacza sie krotko przez x(t) (czyli stosuje sie te sama

notacje dla procesu stochastycznego i jego realizacji). My bedziemy czesto skracaé zapis

(X¢)eer do (Xy).

Przyktad 2.1. Dyskretny bialy szum.

Jest to szereg czasowy (X,,)>, ztozony z niezaleznych zmiennych losowych X,,, z kto-
rych kazda ma zerows wartosé srednia i te samg wariancje réwng o2. Proces ten moze
opisywa¢ zaklocenia (czyli szum), nakladajace sie na sygnal podczas jego transmis;ji.
Szereg czasowy Y, = X;+---+ X, (n > 1) mozna wykorzysta¢ do opisu kumulowania

sie bledow pomiaréw lub btedéw obliczenn numerycznych.

Przyklad 2.2. Bladzenie przypadkowe.

Ustalmy 0 < p < 1; czastka startuje z zera na osi liczb rzeczywistych i zmienia
losowo swoja pozycje o jednostke w prawo (czyli w kierunku zgodnym ze zwrotem
osi) z prawdopodobieristwem p albo o jednostke w lewo z prawdopodobieristwem 1 —
p, w kazdej chwili ¢ = 0,1,2,... niezaleznie od poprzednich potozeri. Bladzeniem
przypadkowym nazywamy szereg czasowy (X;)2,, gdzie X; oznacza polozenie czastki

w chwili ¢.
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Rysunek 1: Trzy realizacje szeregu czasowego (X,), n =1,2,...,25, w ktérym

zmienne losowe X,, sa niezalezne i kazda z nich ma rozktad zerojedynkowy b(1, p)
(czyli przyjmuje wartosci 0 i 1 z prawdopodobieristwami odpowiednio 1 — p i p).

Przestrzenia stanow tego procesu jest zbior {0, 1}.

III. OPIS PROBABLILISTYCZNY PROCESU STOCHASTYCZNEGO

Skoriczeniewymiarowq dystrybuantq procesu stochastycznego (X;)ier nazywamy dystrybuante
F,, ...+, wektora losowego (Xy,, ..., Xy, ), gdzie n jest dowolna liczba naturalna, zas ¢y, ..., t, €
T sa dowolnie wybranymi chwilami.

Wyréznimy dwa rodzaje proceséw stochastycznych:

1. procesy o skoniczonej lub przeliczalnej przestrzeni standéw, do ich opisu mozna uzywaé

skonczeniewymiarowych rozktadéw prawdopodobienistwa postaci
Dty (T, ) = P({w €Q: Xy (w)=xz1,..., %, (w) = xn}), (3.1)

2. procesy, ktorych wszystkie dystrybuanty skoriczeniewymiarowe sa typu ciaglego, do

ich opisu uzywa si¢ rodziny tacznych gestosci prawdopodobienstwa py, 4 (z1,...,y)
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Rysunek 2: Lewy: trzy realizacje szeregu czasowego (X,), n =1,2,...,25, w ktorym

zmienne losowe X,, sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad normalny N(0,1); takie
szeregi czasowe sg realizacjami dyskretnego szumu biatego. Przestrzenia stanow tego
procesu jest R. Prawy: trzy realizacje procesu opisanego wzorem 5sin(2w fn) + X,

f=1/25, gdzie X,, sa zmiennymi losowymi wzietymi z lewego rysunku.
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Rysunek 3: Trzy realizacje btadzenia przypadkowego dla prawdopodobienstwa

p=20,51chwil czasu t = 0,1,...,1000. Przestrzenia stanéw tego procesu jest Z.
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Rysunek 4: W komunikacji realizowanej za pomoca fal radiowych sygnal noény
czesto jest modelowany jako sinusoida z losowa fazg. Powodem stosowania losowej
fazy jest to, ze odbiornik nie zna chwili czasu, w ktérym nadajnik zostatl wlaczony,

ani odlegtosci od nadajnika do odbiornika. Modelem matematycznym stosowanym w
takiej sytuacji jest proces stochastyczny z czasem ciagtym opisany wzorem

X; == cos(2mft + ©), gdzie f jest czestotliwoscia nosna, natomiast faza © jest
zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na odcinku (0; 27); przestrzenig stanow

tego procesu jest przedziat (—1;+41). Rysunek przedstawia trzy realizacje procesu

(Xe)-
dowolnych wektorow losowych (X, ..., X, ); przypomnijmy, ze wowczas
1 Tn
Frvtnlonem) = [ & [ d6up, 60 (3:2)

Dalej bedziemy opisywaé probabilistyczne wlasnosci proceséw stochastycznych postugujac

si¢ tacznymi gestosciami prawdopodobienstwa py, ¢ (21, ..., Ty).

Laczne gestosci prawdopodobieristwa py, 4, (21, - ..

zgodnosci:

/~ . ~/pt1,m,tn(x1, ooy Ty)day - day, = 1 (3.3)
R'n

, ) spetiaja warunki unormowania i



Rysunek 5: W procesie zliczania (N;), t > 0, N; zlicza liczbe wystapieni pewnej
wielkosci, ktore mialy miejsce do czasu t (w tym kazde zdarzenie majace miejsce
doktadnie w czasie t). Mozemy zliczaé liczbe odston strony internetowej do czasu t,
liczbe radioaktywnych czastek wyemitowanych prze probke uranu (i rejestrowanych
przez licznik Geigera-Miillera), liczbe pakietow docierajacych do routera
internetowego, liczbe fotonow rejestrowanych przez teleskop, itd. Przestrzenia stanow
tego procesu jest NU {0}. Na rysunku pokazano trzy realizacje pewnego procesu
zliczania. Chwile, w ktorych wykres ,przeskakuje”’, to chwile, w ktorych cos jest

liczone.

/- . '/ptl,...,tn(ffh ey Ty Tl - -y L) ATy - day = iy gy (21, -, T). (3.4)
Rnfk

Odtad bedziemy zazwyczaj opuszczaé indeksy czasowe, np. w formule definiujgcej warun-

kowa gesto$¢ prawdopodobieristwa napiszemy

p(x1,. .. Tn)
o e Ty) = . 3.5
p(mlv 7xk‘xk+1> » L ) p($k+1,--->$n) ( )
Powiemy, ze wektor losowy (X, ..., Xy, ) jest niezalezny od wektora losowego (X, ., ..., Xy,),

jezeli

p(T1, . Ty Tty -y ) = P(21, o ) P(Thaty - - Tp)- (3.6)



Wowcezas p(21, ..., Tg|Try1, - o) = (X1, ..., Tk)-

Dwa procesy stochastyczne (X;)ier i (Yy)per sa niezalezne, jezeli dla kazdych liczb natu-

ralnych m, n oraz kazdego wyboru chwil ¢; (¢ =1,...,m)it; (j =1,...,n) zachodzi

P(T1y ey Ty Yty ey Yn) = P(X1, o T) DYy -y YUn)- (3.7)

Wartosé oczekiwana ($rednia) myx procesu stochastycznego (X;):
mx(t) := E(Xy). (3.8)
Funkcja autokorelacji Kx procesu stochastycznego (X;):
Kx(t1,t2) == E(Xy, Xs,)- (3.9)

Poniewaz XtQth = th Xt2,

Fx(ta,11) = Kx(th, ta). (3.10)

Wariancja Vi i odchylenie standardowe ox procesu stochastycznego (X;):

V(1) = B((X —mx(t)?),  Vk(t) >0, (3.11a)
Ux(t) =+ Vx(t), Ux(t) } 0. (311b)
Mozna pokazaé, ze
V(t) = BO) — mi(t) = Kx(t,1) — mi (). (3.12)
Funkcja autokowariancji Cx procesu stochastycznego (X;):
Cx(t, t2) = B((Xe, — mx(t1)) (X, — mx(t2))). (3.13)
Zachodza wzory:
Cx(tg, tl) = Cx(tl, tQ), (314&)
Cx(tl, tg) = Kx(tl, tg) — mx(tl)mx(tg). (314b)
Wspotczynnik korelacji px procesu stochastycznego (X;):
Cx(t1,t
px(th, ta) = x(t1, 1) (3.15)

0x(t1)0'x(t2) '



Wiasnosci wspotczynnika korelacji px:

px(ta, t1) = px(t1,t2), (3.16a)
—1 < px(tl,tz) < +1. (316b)

Jezeli proces stochastyczny (X;) ma skoriczeniewymiarowe dystrybuanty typu ciaglego, to,
na przyklad,

—+00

mx(t) = 3 dz z py(x), (3.17a)
+oo +o0o
Kx(tl,tg) = [ dZL'l - dl’g T $2pt17t2($1,$2). (317b)

IV. STACJONARNE PROCESY STOCHASTYCZNE

Proces stochastyczny nazywamy $cisle stacjonarnym (lub stacjonarnym w wezszym sensie),
jesli jego wlasnosci nie zaleza od wyboru poczatku liczenia czasu. Dokladniej: proces sto-

chastyczny (X;)ier jest Scisle stacjonarny, jesli warunek

Ftl,-~~7tn (Q?l’ . ,xn) = Ftl,.r’_..7tn,.r(x1, - ,xn) (41)

zachodzi dla dowolnego n € N, dowolnego wyboru chwil czasu ty,...,%, € T i dowolnego
T € R takiego, ze chwile t; — 7,...,t, — 7€ T.

Proces, ktory nie jest $cisle stacjonarny, nazywamy niestacjonarnym.
Dla n = 1 warunek (4.1) sprowadza sie do réwnosci
Fi(x) = Fi_-(z) dla wszystkich t € T'i 7 € R takich, ze t — 7 € R, (4.2)

zatem Fy(x) nie zalezy od t (i mozemy pisa¢ F'(x), czyli pomijamy indeks ¢). Jezeli istnieje
gestos¢ prawdopodobienstwa p,(z) = dFi(z)/dx, wowcezas p(z) = pi—-(x), czyli p;(x) nie

zalezy od t (i mozemy pisac p(x)).

Niech (X;) bedzie Scisle stacjonarnym procesem stochastycznym. Wowczas Kx(t,t — 7) nie
zalezy od wyboru chwili ¢.

DowoOD.

Ex(t',t — 1) = EXuXy_) (4.32)



= //dxl d.TQ 1 T2 pt/ﬂg/_q—(‘%l, ZL’Q) (43b)
R2
(przesuwamyt,itlffotlft: t/>—>t/7(t/7t):t,tlfTHtlfo(tlft):tf‘r)
= //dxl dzg 21 2o pri—r (21, 22) (4.3¢)
R2
— B(XX_,) = Kx(t,t — 7). (4.3d)

Mozna zdefiniowaé¢ nowsg funkcje autokorelacji Rx bedaca funkcja tylko jednej zmiennej:
Rx(7) := Kx(t,t — ). (4.4)
Zachodzi zwiazek:
Kx(t1,t2) = Kx(t1,t1 — (t1 — t2)) = Rx(t1 — t2). (4.5)
Funkcja Rx(7) jest funkcja parzysta,
Rx(—7) = Rx(7), (4.6)
bo
Rx(—7) = EXiXeir) = E(Xp X)) = EXpgr) = Xi—r) = E(XiX—7) = Rx (7). (4.7)

Wartos¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe Scisle stacjonarnego procesu sto-

chastycznego sa state:

mx(t) = E(X;) = /_J:oxpt(x) dr = /_J:oxp(q:) dz = const, (4.8a)
Vx(t) = Kx(t,t) — mk(t) = Rx(0) — m% = const, (4.8b)

ox(t) = /Vx(t) = \/ Rx(0) — m% = const. (4.8¢)

Funkcja autokowariancji Cx(tq,t2) 1 wspotezynnik korelacji px(t1,t2) $cisle stacjonarnego

procesu stochastycznego zaleza tylko od t; — ts.

Przyklad 4.1. Rozwazmy proces stochastyczny (X;)qer okreslony nastepujaco:
Xy :=Y dla kazdego t € T, (4.9)

gdzie Y jest dowolna ustalona zmienna losowa. Proces stochastyczny (X;)ier jest Scisle

stacjonarny.
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Rysunek 6: Procesy stochastyczne niestacjonarne, stacjonarne w wezszym sensie,

stacjonarne w szerszym sensie.

Proces stochastyczny (X;)ier jest stacjonarny w szerszym sensie, jesli ma on stala war-
tos¢ oczekiwana, mx(t) = const, a jego funkcje autokorelacji da sie przedstawi¢ w postaci
Kx(t1,t2) = Rx(t1 — t2), gdzie Rx jest parzysta funkcja rzeczywista jednej zmienne;.

Wariancja i odchylenie standardowe procesu stochastycznego stacjonarnego w szerszym sen-

sie sg state:

Vx(t) = Kx(t,t) — mx(t) = Rx(0) — m% = const, (4.10a)

ox(t) = \/Vx(t) = \/RX(O) — m¥ = const, (4.10Db)

bedziemy zatem pisa¢ Vi zamiast Vx(t) oraz ox zamiast ox(t). Funkcja autokowariancji
Cx(t1,t2) 1 wspotezynnik korelacji px(t1,t2) procesu stochastycznego stacjonarnego w szer-

szym sensie zaleza natomiast tylko od roznicy t; — to:

Cx(tl,tg) = Kx(tl,tg) — mx(tl)mx(tg) = Rx(tl — tg) — mi, (411&)
Cx(t1,12) Rx(t; — ta) — mk

t,ty) = = . 4.11b

ox(tn 2 ox(t1)ox(t2) ox (4115)

Przyktad 4.2. Rozwazmy proces stochastyczny (X;) z czasem ciagtym:
Xi = Acos(wt 4+ ©), —oo <t < 400, (4.12)

gdzie A > 01w > 0 sa stalymi, zas © jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym
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Rysunek 7: Funkcja autokorelacji procesu stochastycznego opisanego w przyktadzie

4.2.
na odcinku (0; 27). Mozna pokazaé, ze
mx(t) = 0, (4.13a)
1
Kx(tl, tg) = 5142 COS[W(tl — tg)] (413b>

Proces stochastyczny (X;) jest zatem procesem stacjonarnym w szerszym sensie. Mo-

zemy wprowadzi¢ funkcje autokorelacji Rx jednej zmiennej:

Ry(r) = Kx(t,t —7) = %AQ sosiun). (4.14)

Niech (X;)ier bedzie Scisle stacjonarnym procesem stochastycznym. Wowezas dla dowolnej
funkcji g jednej zmiennej,

E(g9(X¢)) = E(g(X¢--)), (4.15)

czyli E(g(X;)) nie zalezy od t. Rowniez dla dowolnej funkeji A dwoch zmiennych,
E(h(Xey, Xi5)) = E(h(Xe,—r, Xiy—r))- (4.16)
Wybierajac 7 = t, dostajemy
E(h(Xi,, Xt,)) = E(h(X¢, -5, X0)), (4.17)

czyli E(h(Xq,, Xy,)) zalezy od t1, ta tylko poprzez réznice t; — to.
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Przyklad 4.3. Rozwazmy ciag losowy (X,), n = 0,1,2,..., w ktérym zmienna lo-
sowa Xo ma rozktad Laplace’a z parametrem A = v/2 (zmienna losowa o rozktadzie La-
place’a ma gestos¢ prawdopobieristwa f(z) 1= %exp(—)\|$|), —00 < x < +00), nato-
miast zmienne losowe X,, dla n > 1 maja rozktad normalny N(0, 1), wszystkie zmienne
losowe X,, sa niezalezne. Ciag losowy (X,,) jest procesem stacjonarnym w szerszym sen-
sie 1 nie jest procesem $cisle stacjonarnym.

Mozna pokaza¢, ze E(X,) = 01 E(X?) = 1 dlan = 0,1,2,..., natomiast funkcja

autokorelacji Kx(m,n) przyjmuje nastepujace wartosci:

dlam #n:  Kx(m,n) = E(X,X,,) = E(X,)E(X,,) =0,
dlam =n: Kx(m,m)=E(X2) = 1.

Mozemy zatem napisaé:

1, gdy m =n,

Kx(m,n) = 6pn =

07 gdy m % n7
gdzie 6,,, to symbol (delta) Kroneckera. Poniewaz d,,, = Opm—no, Mozemy napisac
Kx(m,n) = 6m_np. Zatem (X,,) jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie.
Rozwazmy wartosci oczekiwane E(X1) dlan = 0,1,2,... . Gdyby (X,) byl procesem
stochastycznym $cisle stacjonarnym, E(X2) nie powinno zaleze¢ od n. Mamy jednak:

E(X}) = 4!/\* = 6, natomiast dlan > 1, E(X!) = 3.

Przyktlad 4.4. Rozwazmy proces stochastyczny (Z;) z czasem ciggltym:
Zt::Xt'Yt, —OO<t<+OO,

gdzie X;, —0o < t < 400, jest pewnym procesem stochastycznym stacjonarnym w szer-

szym sensie, natomiast proces stochastyczny (Y;) jest opisany wzorem
Y: = Acos(wt+ ©), —oo <t < 400,

gdzie A > 0iw > 0 sa stalymi, zas © jest zmienna losows o rozktadzie jednostajnym na

odcinku (0; 27) [z przyktadu 4.2 wiemy, ze (Y;) jest rowniez procesem stochastycznym
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Rysunek 8: Przyktadowa funkcja autokorelacji (wykreslona kolorem niebieskim )
procesu stochastycznego (Z;) opisanego w przyktadzie 4.4. Obwiednia (zaznaczona

kolorem czerwonym) funkcji autokorelacji procesu (Z;) jest funkcja autokorelacji

procesu (X;) pomnozona przez stala %A?

stacjonarnym w szerszym sensie|. Procesy stochastyczne (X;) i (Y;) sa niezalezne.
Wykazemy, ze proces stochastyczny (Z;) jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie.
W tym celu obliczamy warto$¢ oczekiwana E(Z;) i funkcje autokorelacji Kz(ti,ts)

procesu (Z):
B(Z,) = E(X.Y,) = B(X)E(Y,) = mx - 0 = 0;
K7(t1,t2) = E(Z4,Z,) = E(X, Yy, - X4, Ye,) = E(Xi, X, - Yi, Ye,)
= E(Xt, X,)E(Y4,Ye,) = Kx(t1,t2) Ky (t1, t2)

= Rx(tl — tg)Ry(tl — tg);
mozemy zatem zdefiniowaé Rz(7) := Kz(t,t — 7), wowczas
1
Rz(T7) = Rx(T)Ry(1) = §A2Rx(7') cos(wT),

poniewaz Ry (1) = 3 A% cos(wT) (zobacz przyklad 4.2).
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V. NORMALNE PROCESY STOCHASTYCZNE

—

Rozwazmy n-wymiarowy wektor losowy X (nizej T oznacza transpozycje macierzy, tutaj
macierzy wierszowej o wymiarze 1 X n, czyli X jest traktowany jak macierz kolumnowa o
wymiarze n X 1):
X1
X=(Xp,.... %)T =111, (5.1)
Xn

Mowimy, ze wektor losowy X ma n-wymiarowy rozktad normalny (gaussowski,
Gaussa), jesli jego laczna gestos¢é prawdopodobienistwa jest postaci (We Wzorze ponizej
T=(z1,...,7,)" € R" tak ze 7 jest traktowany jak macierz kolumnowa o wymiarze n x 1,

- 0znacza mnozenie macierzowe)

1 [P S R
Pt ) =~ exp [ = (7 =) O () (5.2)
(2m)™ det C 2
gdzie m = (mq,...,m,)T € R", natomiast C jest rzeczywista macierza n x n symetryczna

i dodatnio okreslong. Wszystkie wlasnosci n-wymiarowego rozktadu normalnego okreslone

sg przez m i C.

Macierz rzeczywista C' (o wymiarze n X n) jest dodatnio okreslona, jesli
i C-7>0

dla kazdego & = (1, ..., x,)"T € R takiego, ze Z # 0 := (0,...,0)T.

Wektor m okresla wartosé oczekiwang wektora losowego X:
EX)=m, czyli EX)=m; i=1,...,n, (5.3)
natomiast macierz C' jest macierza kowariancji tego wektora losowego:
E((X =) (X—m)") =C, (5.4a)
czyli E((Xl- —m;)(X; — mj)) —Cy, i,j=1,...,n, (5.4b)
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Powszechnos¢ wystepowania wielowymiarowego rozktadu normalnego jest zwiazana z cen-
tralnymi twierdzeniami granicznymi, ktore mowia, ze n-wymiarowy wektor losowy bedacy
wektorowa suma duzej liczby N niezaleznych n-wymiarowych wektoréow losowych o dowol-
nych rozktadach, w granicy N — oo ma n-wymiarowy rozktad normalny przy stosunkowo

ogoblnych zalozeniach.

Proces stochastyczny (X;)ier jest normalny (gaussowski, Gaussa), jesli dla kazdego n € N
i kazdego wyboru chwil ¢,...,¢, € T, n-wymiarowy wektor losowy (X,...,X;, ) ma n-

wymiarowy rozktad normalny.

Normalny proces stochastyczny stacjonarny w szerszym sensie jest procesem stochastycznym

stacjonarnym w sensie wezszym.

VI. ZESPOLONE ZMIENNE LOSOWE

Rozwazane dotad zmienne losowe bedace odwzorowaniami o warto$ciach rzeczywistych,
X: Q — R, mozna nazwaé rzeczywistymi zmiennymi losowymi. Rozwazmy odwzorowanie

o wartosciach zespolonych:
Z:Q—C, (6.1a)
Q3¢ —Z(¢) = Re(Z(¢)) +iIm(Z(¢)) € C; (6.1Db)

tutaj i oznacza jednostke urojona, natomiast Rez i Imz cze$¢ rzeczywista i urojona liczby

zespolonej z € C. Definiujemy cze$¢ rzeczywista ReZ i czesé urojona ImZ odwzorowania Z:

(ReZ)(¢) = Re(Z(¢)), (ImZ)(¢) == Im(Z(¢)). (6.2)

Zespolong zmienng losowqg nazywamy odwzorowanie Z : ) — C takie, ze odwzorowania

X:=ReZiY :=1ImZ sa rzeczywistymi zmiennymi losowymi.

Przyktlad 6.1. Jednokrotny rzut kostka. Przestrzenia zdarzen elementarnych jest
zbior Q = {wy,...,ws}. Zdefiniujmy

Qowp— Z(wy) =k+ik?€C, k=1,...,6. (6.3)
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Woéwcezas

(ReZ)(wi) =k, (ImZ)(w)=k* k=1,...,6.

(6.4)

Dalej bedziemy rozwazaé tylko takie zespolone zmienne losowe Z, dla ktérych okreslona jest

taczna gesto$é¢ prawdopodobienistwa zmiennych losowych X := ReZ 1 Y := ImZ. Woéwczas

gestoscig prawdopodobienstwa pz zmienne) losowej Z nazwiemy te wlasnie laczna gestosé

prawdopodobieristwa zmiennych losowych X i Y:

Coz=x+1iy, pz(2):=pxv(z,v);

pz jest zatem funkcja o wartosciach rzeczywistych.

Wartosé oczekiwana zmiennej losowe) Z:
mz = E(Z) = [[drdy (2 + iy) pxy (@, 1),
R2

Zachodzi wzoér:

E(Z) = B(X) +1E(Y).

DowoOD.

E(Z) =/ dz dy (z +iy) pxy (2, y)

]RQ

= //dl“ dy xpxv(z,y) + i//dl' dy ypxv(z,y)
R R?

2
+oo “+oo . +oo +oo
:[ x [ pxy () dy dx+1[ y [ pxy(z,y)dr |dy
+00 L [T
= [ Camx@dr+i] i)y
= E(X) +1E(Y).
Jezeli g jest dowolng funkcja jednej zmiennej, to

E(9(2)) = [[dzdy gl + i) pxy (e, 1).

Wynika stad, ze

(6.5)

(6.8a)

(6.8b)

(6.8¢)

(6.8d)

(6.8e)

(6.9)

(6.10)



w szczegolnosci

(E(2))" =E(Z").

Latwo mozna pokazaé, ze

B(ZP) = [[dedy (@ + 4) prv(@,p) = BOC) + B(Y?).

Wariancja zmiennej losowej Z:
Vz :=E(Z -mz|*), Vz€R.

Odchylenie standardowe zmiennej losowej Z:

Oz = +\/Vz = +\/E(|Z — mzP).
Poniewaz
|Z — mz|2 = (X — mx)Q + (Y — my)2,

mozemy zwiaza¢ wariancje o3 z wariancjami oy i o%:

07 =E(|Z — mz|*)

E((X = mx)* + (Y = my)?)
= oy + 0%.
Korzystajac ze wzoru (6.12) oraz z tego, ze
ox = E(X?) — (E(X))*, o% =E(Y?) — (E(Y))%,

mamy rowniez

07 =E(|Z[") = [mz|*.
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(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16a)
(6.16D)

(6.16¢)

(6.17)

(6.18)

Rozwazmy dwie zespolone zmienne losowe: W = U +1iV oraz Z = X+1Y, gdzie U,V, X, Y sa

rzeczywistymi zmiennymi losowymi. Lacznag gesto$cia prawdopodobieristwa W i Z jest

pwz(w,2) ==pyvxy(u,v,z,y), gdzie w=u+iveC, z=z+iyeC.

Kowariancja zespolonych zmiennych losowych W 4 Z:

CW,Z = E((W - mW)(Z - mz)*)

(6.19)

(6.20)
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Wspotczynnik korelacji zespolonych zmiennych losowych W 1 Z:

Pw,z ‘= —. (621)

Cy = B((W = mg) - (W —mg)"), (6.22a)
Ciyz = B((W—myg) - (Z—m3)"), (6.22D)

gdzie 1 oznacza sprzezenie hermitowskie (czyli sprzezenie zespolone plus transpozycje).

VII. ZESPOLONE PROCESY STOCHASTYCZNE

Zespolonym procesem stochastycznym (Z;)ier nazywamy odwzorowanie

takie, ze (Xy)ier 1 (Y¢)ier sa rzeczywistymi procesami stochastycznymi zdefiniowanymi na

tej samej ustalonej przestrzeni probablilistycznej (€2, S, P).
Wartosé oczekiwana ($rednia) procesu stochastycznego (Z;):
mz(t) := E(Z,), (7.2)

Zachodzi wzoér:

mz(t) = mx(t) + imy(t). (7.3)

gdzie mx(t) i my(t) sa wartosciami oczekiwanymi rzeczywistych procesow stochastycznych

odpowiednio (X;) 1 (Yy).
Funkcja autokorelacji procesu stochastycznego (Z;):
Kz(tl, tQ) = E(Ztlzg) (74)

Zachodzi wzoér:

Kz(ts, tr) = (Kz(ti, 1)) = Kj(t1, 1), (7.5)
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Wariancja Vz 1 odchylenie standardowe oz procesu stochastycznego (Zy):

Vz(t) = E(|Z, — mz()|?), oz(t) := +/Vz(t). (7.6)
Zachodza wzory:
Vz(t) = E(1Z:]*) — [mz(t)]* (7.7a)
= Kz(t,t) — [mz(t)]? (7.7b)
= Vx(t) + W& (1), (7.7¢)

gdzie Vi (t) i V& (t) sa wariancjami rzeczywistych proceséw stochastycznych odpowiednio (X;)

i (Y,).

Kazdemu zespolonemu n-wymiarowemu wektorowi losowemu (Zy,, ..., Z;,) mozna przypo-
rzadkowaé rzeczywisty 2n-wymiarowy wektor losowy (Xi, Yy, ..., X, Ye,), gdzie Z;, =

th +th1, ey Ztn - th +1Ytn

Ograniczymy sie do przypadku, gdy mozna zdefiniowa¢ taczna gestosé prawdopodobieristwa
Dty (T1, Y1, + o Ty Yn) Wektora losowego (Xy,, Ye, ..o, Xe,, Ye, ). Wowcezas wartosé oczeki-

wana procesu stochastycznego (Z;) obliczamy za pomoca caltki podwojne;
mz(t) = BZ) = [[dwdy @@+ iy) ple,y), (7.8)
R2

natomiast funkcje autokorelacji procesu stochastycznego (Z;) obliczamy za pomoca calki

poczwornej:

Kz(t1,ty) = E(Z,,Z3,) = /// dry dy; dze dys (21 +iy1) (22 — 1Y2) Pyt (21, Y1, T2, 92). (7.9)
]R4

Niech (W,), W; = U; + 1V, oraz (Z;), Z, = X; + 1Yy, beda zespolonymi procesami stocha-

stycznymi. Funkcjq interkorelacji miedzy procesami (W) i (Z;) nazywamy
Kwz(t1,t2) := E(W,, Z}). (7.10)

Zachodzi wzor:

Kaw(ti, t2) = Kyy(ta 1) (7.11)

Widzimy zatem, ze funkcje interkorelacji Kwz i Kzw sa na ogoét rozne.
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Zespolony proces stochastyczny stacjonarny w szerszym sensie definiujemy dokladnie tak
samo, jak rzeczywisty proces stochastyczny stacjonarny w szerszym sensie, to znaczy: zespo-
lony proces stochastyczny (Z;) jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie, gdy wartosé

oczekiwana my jest stala i funkcja autokorelacji Kz(t1,ts) zalezy od roznicy ¢, — ts.

Dla procesu stacjonarnego w szerszym sensie mozemy zdefiniowa¢ nowa funkcje autokorelacji

Rz, ktora jest funkcja jednej zmiennej:
Rz(7) :== Kz(t,t — 7). (7.12)

Zachodzi wéwcezas wzor:

Kz(tl,tg) = Rz(tl — tg). (713)

Funkcja Rz ma nastepujace wlasnosci:
(i) Rz(—7) = Rz(7);

(i) Rz(0) = E(|Z;*) > 0, przy czym Rz(0) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodo-
bienistwem 1 Z; = 0 dla kazdego t € T}

(i) [Rz(7)| < Rz(0).

Zespolone procesy stochastyczne (W,) i (Z;) sa tgcznie stacjonarne w szerszym sensie, jesli
oba sg stacjonarne w szerszym sensie oraz ich funkcja interkorelacji Kwz(t1,t2) zalezy od roz-
nicy t; —to. Woéwcezas definiujemy nowsa funkcje interkorelacji Rwz, ktora jest funkcja jednej
zmiennej:

sz<7'> = sz(t,t - 7'). (714)
Ma ona nastepujace wtasnosci:
(i) Rwz(T) = Rzw(—T);

(i) [Rwz(7)| < \/Rw(0)Rz(0).

Przyklad 7.1. Niech zespolone procesy stochastyczne (W,) i (Z;) beda procesami

stacjonarnymi w szerszym sensie, niezaleznymi od siebie. Zdefiniujmy zespolony proces
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stochastyczny (S;):
St o= Wt Zt' (715)

Pokazemy, ze proces stochastyczny (S;) jest rowniez procesem stacjonarnym w szer-
SzZym sensie.

Niech Wy = U; +1Vy, Z; = Xy +1Ysy, gdzie (Uy), (Vy), (Xy), (Yi) sa rzeczywistymi
procesami stochastycznymi.

Obliczamy wartos¢ oczekiwana ms(t):

ms(t) = E(S¢) = E(W,Z;) (7.168)
- ////du dvdz dy (u+iv) (= +iy) puvix.v. (u, v, T, ). (7.16b)

Niezaleznos¢ proceséw stochastycznych (W,) i (Z;) oznacza, ze

PuyVviXeYy (U, v, T, y) = Pu.V, (u? U) DX, (%, y)? (717)

dlatego
ms(t) = //du dv (u +iv) pu,v, (u,v) - //d:v dy (z +1y) px,v.(z,y) = mwmz. (7.18)
R2 R2

Wartos¢ oczekiwana ms(t) nie zalezy zatem od czasu t, bo my i mz od ¢ nie zaleza.

Obliczamy funkcje autokorelacji Ks(t,t — 7):

Ks(t,t — 1) = E(S,S;_.) (7.19a)
= B(W,Zy (W, Z,)") (7.19D)
= B(W,W;_, 2.7} ,) (7.19¢)
= E(W,W;_) E(Z:Z;_;) (7.19d)
= Rw(T) Rz(T), (7.19e)

czyli Ks(t,t — 7) zalezy tylko od 7. Mozemy zatem zdefiniowaé
Rs(7) := Ks(t, t — 1), (7.20)

woOwczas

Rs(T) = Rw(T) Rz(T). (721)
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VIII. USREDNIANIE W CZASIE I ERGODYCZNE PROCESY
STOCHASTYCZNE

W praktyce czesto mamy do dyspozycji tylko jedna realizacje badanego procesu stocha-
stycznego. Jedli chcemy sprawdzié, czy proces stochastyczny, ktérego jedng tylko realizacje
posiadamy, ma spodziewane przez nas witasnosci probabilistyczne, musimy us$rednianie po
zespole realizacyi zastapi¢ usrednianiem w czasie. Procesy, dla ktorych taka procedura jest

poprawna, nazywa sie procesami ergodycznymi.
Niech z(t) := X (w), w € €, bedzie ustalona realizacja procesu stochastycznego (X;)er-
Sredniq w czasie realizacji x(t) nazywamy

(x(t)) == lim — x(t) dt. (8.1)
Jesli dla prawie wszystkich realizacji (,prawie wszystkich” znaczy: dla wszystkich z by¢

moze wyjatkiem pewnych realizacji, ktérych pojawienie sie ma zerowe prawdopodobieristwo)
spelnione jest réwnanie

E(Xy) = (x(1)), (8.2)
to proces stochastyczny (X;) nazywamy procesem o ergodycznej Sredniej.

Jesli dla dowolnej funkcji h,
E(h(X¢)) = (h(z(1))), (8.3)

to proces stochastyczny (X;) nazywamy procesem ergodycznym.

Funkcja autokorelacji ustalonej realizacji z(t) zespolonego procesu stochastycznego (Z;):

T/2
R.(r) = Jim / 2t — 1) dt. (8.4)

T—>oo T/2

Funkcja interkorelacji miedzy realizacjami w(t) i z(t) zespolonych proceséw stochastycznych

odpowiednio (W) i (Z;):

w(t) 2" (t — 1) dt. (8.5)

Jesli (Wy) i (Z;) sa procesami ergodycznymi, to

R.(T) = Rz(7), Ru:(T) = Rwz(7). (8.6)
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Przyklad 8.1. Rozwazmy rzeczywisty proces stochastyczny
X :=Acos(wot + ©), —o0 <t < +o0, (8.7)

gdzie A jest ciagla zmienng losowa o rozktadzie Rayleigha (o gestosci prawdopodo-
biefistwa p(a) = 0 dla a < 01 p(a) = ae~*/2 dla a > 0), © jest zmienng losows o

rozktadzie jednostajnym na odcinku (0; 27), zmienne losowe A i © sa niezalezne.

Latwo pokazemy, ze proces stochastyczny (X;) jest procesem o ergodycznej sredniej:

E(X;) = E(A) E(cos(wot + ©)) \/> 0=0, (8.8a)
e sin «l
(x(t)) = Yll_r)lgo T/T/Qacos wot + 0)dt = jlgr;o (2@ cos 0 w(ﬂz > — (), (8.8b)

zatem E(X;) = (x(t)) =

Proces stochastyczny (X;) nie jest jednak procesem ergodycznym. By to pokazac,

poréwnamy srednie E(X?) i (z%(¢)):

1
E(X?) = E(A?) E(cos?(wot + ©)) = 2 - ;=1 (8.9a)
iy 1 1 T 1
(2*(t)) = TIEEOT/T/QG cos®(wot + 0)dt = = Jim [2a2 (1 + cos 20812;2(1 )] = §a2,

(8.9b)

zatem na ogot E(X?) # (2%(t)) i warunek (8.3) nie jest spelniony dla funkcji h(z) := 22

IX. WIDMOWA (SPEKTRALNA) GESTOSC MOCY

Przyktad 9.1.

EERasaca:

Rozwazmy opornik o oporze R, przez ktory plynie prad elektryczny o natezeniu i(t).

Zgodnie z prawem Ohma spadek napiecia u(t) na oporniku wynosi u(t) = Ri(t).
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Chwilowa warto$¢ mocy wydzielanej na oporniku to
u(t)i(t) = —u?(t) = Ri*(t), (9.1)
natomiast energia wydzielona na oporniku w przedziale czasu (tq;ts) wynosi

/ ® u(t)i(t) dt = / “Lewdt= [° R de 9.2)

t1 t1 ty

JEmnergia” sygnatu deterministycznego x(t), —oo < t < 400, by¢ moze o wartosciach zespo-

lonych, nazywamy
+o0
JAOIRD (9.3)

> mozemy zatem nazwaé ,chwilowa moca” sygnatu.

wielkosé |x(t)
Niektore sygnaty (np. sygnaly periodyczne sinwt, coswt) nie maja skoriczonej energii, maja

natomiast skoriczona $rednia moc zdefiniowang nastepujaco:

dt < o0. (9.4)

Przyktad 9.2. Obliczmy $rednig moc sygnatu periodycznego x(t) = Asinwt o stalych

czestosci w 1 amplitudzie A:

T/2 1
lim — A%sin?wtdt = Tlim §A2 (1

man> 1
T—oo T J-T/2

T A2
) =4~ (9.5)

Dla procesu stochastycznego (X;) wyrazenia analogiczne do rownan (9.3) i (9.4), ktére na-
pisalismy dla sygnatéw deterministycznych, wygladaja nastepujaco:

+00 9 ) 1 rT/2 9
/m X, dt,  Jim T/m X2 dt. (9.6)

Sa to wiec catki, w ktorych wyrazenia podcatkowe sg zmiennymi losowymi. Calki takie mozna
matematycznie precyzyjnie zdefiniowaé, czego nie bedziemy robi¢. Ograniczymy sie do kilku

uwag.
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Calka procesu stochastycznego.

| L L L L PTT EEEET
e HH HH
TR mEREE
E‘H'Wag‘tsqz ][ [b
0 e s S T

Catke procesu stochastycznego definiujemy nastepujaco:
b n
/a X, dt = lim ;xtim. (9.7)

W powyzszym wzorze suma Riemanna > 1 ; X;,At; jest zmienng losowa, a granice
ciggu zmiennych losowych definiuje sic w odpowiedni sposéb.

Dla nas wazne jest, ze zachodzi nastepujacy wzor:

E (/b X, dt) - /abE(Xt)dt, (9.8)

ktory mozna uzasadnié nastepujaco:

n

E ( / "X, dt) ~E <i XtiAtZ) _ S EXAL) = 3 (X )AL = / "BX)dE. (9.9)

=1

Calki zmiennych losowych, ktorych przyktady podalismy w rownaniu (9.6), same sg zmien-
nymi losowymi, mozemy wiec oblicza¢ ich wartosci oczekiwane. Poniewaz wiele procesoéw
stochastycznych ma nieskonczong warto$¢ oczekiwang energii, wygodniej jest rozwazac
warto$¢ oczekiwana $redniej mocy procesu. Rozwazmy zatem proces stochastyczny (X;),
—00 < t < 400. Wartoscig oczekiwang Sredniej mocy procesu stochastycznego (X;) nazy-

wany

P B[ Jim /m IX,|? dt (9.10)
X = TIIH T 12 t . .

Jesli (X;) jest procesem stochastycznym stacjonarnym w szerszym sensie, to, korzystajac ze

wzoru (9.8), mamy

T/2

1 (T2 1
P = lim /T/QE(’XtF) = lim — RX(O) dt = Rx(0) =B (]X,?) . (9.11)

T—o0 T—o0 T



Oznaczmy przez Sx transformate Fouriera funkcji autokorelacji Ry procesu (X;):

+o0 .
Sx(f)i= [ Rx(r)e ™ ar, —oo < f < +oo.

—00

Woéwezas

+o00 .
Rx(7) = / Sx(f)e™ I df  —oco < T < 4o0.

Mamy zatem
—+00

Pe=E (1X[2) = Bx(0) = [~ Sx(f)df:

—0o0
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(9.12)

(9.13)

(9.14)

Sx nazywamy widmowq (inaczej spektralng) gestosciqg mocy procesu stochastycznego (Xy).

Dla procesu stochastycznego stacjonarnego w szerszym sensie Px = E (|X;|?), zatem warto$¢

oczekiwana Sredniej mocy jest rowna wartosci oczekiwanej chwilowej mocy tego procesu.

R (%) S ()

-1 . 0 . . —
—10 0 10 -1 0 1

widmowych gestosci mocy Sx.

Rysunek 9: Trzy przyktady funkcji autokorelacji Rx oraz odpowiadajacych im
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—— 4 - - . L e S E | Ed A

*IIJ.r [ l.’a. 4

do przedziatu (—T/2;T/2) staje si¢ procesem (XI).

Rysunek 10: Proces stochastyczny (X;), zdefiniowany dla kazdego ¢ € R, ograniczony

Zdefiniujmy teraz (zobacz Rys. 10):

sz — Xt7 ‘t’ < T/27
0, |t|>1T/2,

oraz niech )~(:JC oznacza transformate Fouriera procesu stochastycznego (XI):

~ +o00 . +T/2 .
Xf= [ xremitar— | |, Xee T
—00 =T/2

Twierdzenie Wienera-Chinczyna powiada, ze

T—o00

(9.15)

(9.16)

(9.17)

Z twierdzenia tego wynika, ze Sx(f)df jest $rednia moca procesu stochastycznego w prze-

dziale czestotliwosci f, f +df. Wynika z niego réwniez, ze Sx jest funkcja rzeczywista i nie-

ujemna (nawet wtedy, gdy (X;) jest zespolonym procesem stochastycznym), czyli

Sx(f) >0 dla kazdego —oo < f < 400.

(9.18)

Jezeli (X;) jest rzeczywistym procesem stochastycznym, to Sx jest rzeczywista funkcja pa-

rzystg (przypomnijmy, ze dla rzeczywistego procesu stochastycznego funkcja autokorelacji

Ryx jest rzeczywista funkcja parzysta):

“+o00

Sx(f) = / Rx(r)e ?™Tdr

—00

+00 +oo
= /_OO Rx(7) cos(2mfr)dr — i/ Rx(7)sin(2r fr) dr

—0o0

funkcja nieparzysta, dlatego f =0

(9.19a)

(9.19b)
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-/ :” Ry(7) cos(2r f) dr. (9.19¢)

skad wynika, ze Sx(f) € R oraz Sx(—f) = Sx(f).

Funkcja (dystrybucja) delta Diraca.

Funkcja delta Diraca 0(x — ) zdefiniowana jest za pomoca dwoch warunkow:

e dla dowolnego z( € R,

d(x—x0) =0, gdyz # zo; (9.20a)

e jesli x € (a;b) i funkcja ¢ jest dobrze okreslona w pewnym otoczeniu zg, to
b
/ d(z — xg) p(x) dx = ¢(zo) dla kazdej funkeji ¢. (9.20b)

W szczegolnosci

b
/ d(x —zo)de = 1. (9.20¢)
Reprezentacja catkowa delty Diraca:

5(t) = / T gremifty f. (9.21a)

—00

Poniewaz 6(—t) = 0(t), prawda jest rowniez, ze

5(t) = /_ T g2riftg f. (9.21b)

(e.e]

Przyklad 9.3. Widmowa gesto$¢ mocy procesu stochastycznego drgan har-
monicznych.
Niech

Xi := Acos(wot +0©), —oo<t< o0, (9.22)

gdzie A > 01 wy > 0 sa stalymi, zas © jest zmienna losowa o rozkladzie jedno-
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stajnym na odcinku (0; 27). Funkcja autokorelacji procesu stochastycznego (X;) jest
Rx(1) = 3 Acos(wor).
Skorzystamy z formuty
1
cos o = i(e “+e9), ackR, (9.23a)
ktora wynika ze wzorow:

e ' =cosa—isina, €%=cosa+isina. (9.23b)

Obliczamy gestos¢ widmowa procesu stochastycznego (X;):

Sx(f) = /+OO Ry(1) e ?™/Tdr = iA /+oo(e_iw + eoT) e~ 2T d T, (9.24)
Wprowadzmy fo := 52 (czyli wy = 27 fo), wowczas
Sx(f) = iA [ ;OO (e72riUfot AT 4 @2rilho=Hr) 7 (9.25a)
= 3A(8(o+ 1) + (o~ 1) (9.25b)
= iA(é(f + fo) + 0(f = fo))- (9.25¢)
§
IHE TSN
+ };
Lﬁﬁc -0 ;‘

Niech (X¢) i (Y;) beda procesami stochastycznymi tacznie stacjonarnymi w szerszym sensie.
Ich wzajemnq gestosé widmowqg Sxy definiujemy jako transformate Fouriera funkcji interko-
relacji Ryy:

+00

Sxy(f) == Ry (1) e ®™7dr,  —o00 < f < +o0. (9.26)

—0o0
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Funkcje interkorelacji Rxy mozemy wyrazi¢ przez wzajemna gestosé widmowa Sxy:

+oc0 .
Rxy (1) = Sy (f)e™™Tdf, —oco < T < 4o00. (9.27)

Zachodzi wzor

Rur(0) = BY;) = [ () dy. (9.25)

Wtlasnosci wzajemnej gesto$ci widmowej Sxy:

(i) Svx(f) = Sxy (),

(ii) dla rzeczywistych proceséw stochastycznych (X;) i (Y:) (wowczas Rxy jest funkcja o

wartosciach rzeczywistych) zachodzi

Syx(f) = Sxy(—f) = Sxy(f).

Dla rzeczywistych proceséw stochastycznych (X;) i (Y;) mozna zdefiniowaé jednostronne
widmowe gestosci mocy. Wowcezas widmowe gestosci mocy zdefiniowane wyzej za pomoca
rownan (9.12) i (9.26), nazywamy dwustronnymi gestosciami mocy. Jednostronna widmowa

gesto$¢ mocy rzeczywistego procesu stochastycznego (X;) zdefiniowana jest nastepujaco:

S < ,
Sy(f) m | O S (0.20)
0, [ <0;

natomiast jednostronna wzajemna widmowa gestos¢é mocy procesow (X;) i (Yy) to

S XX 5
Sep(f) o= 4 250U O f oo (9.30)
0, f <o,

Zachodzi wzor:

B0¢) = [T sx(ndr= [ Sk ar, (9.31)
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Rysunek 11: Dwustronna Sx i jednostronna Sy widmowa gesto$é mocy rzeczywistego
procesu stochastycznego (X;). Przypomnijmy, ze dwustronna gestosé widmowa Sx

rzeczywistego procesu stochastycznego jest funkcja parzysta: Sx(—f) = Sx(f).




