WSTEP DO TEORII PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

I. WSTEP

Wynikami niektorych eksperymentéw losowych sa funkcje, ktérych argument nalezy do pew-
nego podzbioru zbioru liczb rzeczywistych R. Przy powtarzaniu eksperymentu obserwujemy
za kazdym razem inng funkcje. Stworzenie modelu probabilistycznego eksperymentow, kto-
rych wynikami sg losowo zmieniajace sie funkcje, wymaga wprowadzenia pojecia procesu
stochastycznego (nazywanego réwniez procesem losowym).

Teoria proceséw stochastycznych zajmuje sie modelowaniem zjawisk losowych wystepujacych

m.in. w
e fizyce: rozpad promieniotworczy, dyfuzja, ruchy Browna, turbulentny przeptyw cieczy;

e medycynie: badanie sygnalow biomedycznych, takich jak elektrokardiogramy (EKG)
lub elektroencefalogramy (EEG);

e ekonomii: zmiany cen akcji na gietdzie i liczby roszczen wobec towarzystw ubezpiecze-

niowych;

e meteorologii: prognozowanie pogody, w szczegblnosci badanie zmian w czasie cinienia

atmosferycznego i temperatury powietrza w ustalonym miejscu na powierzchni Ziemi;

analizie sygnalow: opis szumow (zaktocen), wykrywanie stabych sygnalow w szumie.

Podstawowym praktycznym zadaniem teorii proceséw stochastycznych jest przewidywanie

zachowania procesu dla chwil ¢ > ¢y, jesli znany jest jego przebieg dla t < t.



II. POJECIE PROCESU STOCHASTYCZNEGO

Niech 7" C R, dowolny element ¢ € T' nazywaé¢ bedziemy chwila.

Procesem stochastycznym (lub procesem losowym) nazywamy funkcje T' 3 t — X,, gdzie X,
jest zmienna losowa okreslona na ustalonej przestrzeni probablilistycznej (€2, S, P).

Proces stochastyczny bedziemy oznaczaé przez {X; : t € T} lub (X;)ser-

Wartosciq procesu w chwili ¢ nazywamy zmienna losowa X;.

Realizacjqg (trajektoriq) procesu nazywamy funkcje rzeczywista T 3 t — x,(t) = Xi(w),
przy ustalonym w € §2 (czesto pisze sie z(t) zamiast x,(1)).

Przestrzeniq standw procesu nazywamy zbior liczb {X;(w) :w € Q,t € T} C R.

Jezeli T' jest przedzialem (ograniczonym badz nie), to proces stochastyczny nazywamy pro-
cesem z czasem ciggltym. Jezeli T jest zbiorem przeliczalnym, T = {t;,ts,...}, to proces
stochastyczny nazywamy procesem z czasem dyskretnym lub szeregiem czasowym, badz cig-
giem losowym. Jesli pierwsza — czyli liczbowo najmniejsza — chwile czasu oznaczymy
przez to, wtedy T = {tg,t1,ts,...}. Czesto pomija sie informacje o uzywanej jednostce
czasu, wowczas zbior T jest zazwyczaj podzbiorem zbioru wszystkich liczb calkowitych
7z ={..,-2-1012...},np. T ={1,2,...} =N, T =1{0,1,2,...} = NU{0}, lub
T =27.

Proces stochastyczny (X;);er czasami oznacza sie krotko przez x(t) (czyli stosuje sie te sama

notacje dla procesu stochastycznego i jego realizacji). My bedziemy czesto skracaé zapis

(X¢)eer do (Xy).

Przyktlad 2.1. Dyskretny bialy szum.

Jest to szereg czasowy (X,,)22; ztozony z niezaleznych zmiennych losowych X,,, z kto-
rych kazda ma zerowa wartosé érednig i te sama wariancje réwna o2. Proces ten moze
opisywa¢ zaklocenia (czyli szum), naktadajace sie na sygnal podczas jego transmis;ji.
Szereg czasowy Y, = X; +---+ X, (n > 1) mozna wykorzysta¢ do opisu kumulowania

sie bledéw pomiaréw lub btedéw obliczent numerycznych.
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Rysunek 1: Trzy realizacje szeregu czasowego (X,), n =1,2,...,25, w ktérym

zmienne losowe X,, sa niezalezne i kazda z nich ma rozktad zerojedynkowy b(1, p)
(czyli przyjmuje wartosci 0 i 1 z prawdopodobieristwami odpowiednio 1 — p i p).

Przestrzenia stanow tego procesu jest zbior {0, 1}.

Przyktad 2.2. Bladzenie przypadkowe.

Ustalmy 0 < p < 1; czastka startuje z zera na osi liczb rzeczywistych i zmienia
losowo swoja pozycje o jednostke w prawo (czyli w kierunku zgodnym ze zwrotem
osi) z prawdopodobienistwem p albo o jednostke w lewo z prawdopodobienstwem 1 —
p, w kazdej chwili £ = 0,1,2,... niezaleznie od poprzednich potozen. Bladzeniem
przypadkowym nazywamy szereg czasowy (X;):2,, gdzie X; oznacza polozenie czastki

w chwili ¢.
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Rysunek 2: Lewy: trzy realizacje szeregu czasowego (X,), n =1,2,...,25, w ktorym

zmienne losowe X,, sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad normalny N(0,1); takie
szeregi czasowe sg realizacjami dyskretnego szumu biatego. Przestrzenia stanow tego
procesu jest R. Prawy: trzy realizacje procesu opisanego wzorem 5sin(2w fn) + X,

f=1/25, gdzie X,, sa zmiennymi losowymi wzietymi z lewego rysunku.
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Rysunek 3: Trzy realizacje btadzenia przypadkowego dla prawdopodobienstwa p = 0,5

i chwil czasu t = 0,1,...,1000. Przestrzenia stanéw tego procesu jest Z.
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Rysunek 4: W komunikacji realizowanej za pomoca fal radiowych sygnal noény
czesto jest modelowany jako sinusoida z losowa fazg. Powodem stosowania losowej
fazy jest to, ze odbiornik nie zna chwili czasu, w ktérym nadajnik zostatl wlaczony,

ani odlegtosci od nadajnika do odbiornika. Modelem matematycznym stosowanym w
takiej sytuacji jest proces stochastyczny z czasem ciagtym opisany wzorem

X; == cos(2mft + ©), gdzie f jest czestotliwoscia nosna, natomiast faza © jest
zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na odcinku (0; 27); przestrzenig stanow

tego procesu jest przedziat (—1;+41). Rysunek przedstawia trzy realizacje procesu

(Xe).

IIT. OPIS PROBABILISTYCZNY PROCESU STOCHASTYCZNEGO

Skoriczeniewymiarowq dystrybuantq procesu stochastycznego (X;)ier nazywamy dystrybuante
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T sa dowolnie wybranymi chwilami.

Wyréznimy dwa rodzaje proceséw stochastycznych:

_t, wektora losowego (Xy,, ..., Xy, ), gdzie n jest dowolna liczba naturalna, zas ty, ..., t, €

1. procesy o skoniczonej lub przeliczalnej przestrzeni stanéw, do ich opisu mozna uzywaé

skonczeniewymiarowych rozktadéw prawdopodobienistwa postaci

Dty (T2, ) = P({w €Q:Xy(w)=xz1,..., %, (w) = :z:n}), (3.1)



Rysunek 5: W procesie zliczania (N;), t > 0, N; zlicza liczbe wystapieni pewnej
wielkosci, ktore mialy miejsce do czasu t (w tym kazde zdarzenie majace miejsce
doktadnie w czasie t). Mozemy zliczaé liczbe odston strony internetowej do czasu t,
liczbe radioaktywnych czastek wyemitowanych prze probke uranu (i rejestrowanych
przez licznik Geigera-Miillera), liczbe pakietow docierajacych do routera
internetowego, liczbe fotonow rejestrowanych przez teleskop, itd. Przestrzenia stanow
tego procesu jest NU {0}. Na rysunku pokazano trzy realizacje pewnego procesu
zliczania. Chwile, w ktorych wykres ,przeskakuje”’, to chwile, w ktorych cos jest

liczone.

2. procesy, ktorych wszystkie dystrybuanty skorniczeniewymiarowe sa typu ciaglego, do

ich opisu uzywa sie rodziny tacznych gestosci prawdopodobieistwa py, 4 (%1,...,2,)
dowolnych wektorow losowych (X, ..., X, ); przypomnijmy, ze wowczas
1 Tn
Pt @) = [ dge [ dapiyn (G 6. (3.2)

Dalej bedziemy opisywaé probabilistyczne wlasnosci proceséw stochastycznych postugujac

si¢ tacznymi gestosciami prawdopodobienstwa py, ¢ (21, ..., Ty).

Laczne gestosci prawdopodobieristwa py, 4, (21, ..., x,) spelniaja warunki unormowania i



zgodnosci:
/ /ptl ----- tn(l‘h"'axn)dxl"'dxn:1, (33)
Rn
/---/pt1 ,,,,, (1, Ty Thg1y - o ) ATppr - - Ay, = Doy gy (21, -, T). (3.4)
Rnfk

Odtad bedziemy zazwyczaj opuszczaé indeksy czasowe, np. w formule definiujacej warun-

kowsa gesto$¢ prawdopodobienistwa napiszemy

p(1, ..., xp)
ey Ly) 1= . 3.5
p(xh 7xk‘xk+l Zz ) p(karl;---’xn) ( )
Powiemy, ze wektor losowy (X, ..., X, ) jest niezalezny od wektora losowego (X, ,,...,Xy,),
jezeli
P(T1y ey Ty Thi1y -y ) = D(21, o Th)P(Tht1y - - - Tn)- (3.6)
Wowcezas p(1, ..., Tg|Tpat, - o) = (X1, ..., Tk)-

Dwa procesy stochastyczne (X;)ier i (Y )per sa niezalezne, jezeli dla kazdych liczb natu-

ralnych m, n oraz kazdego wyboru chwil ¢; (¢ =1,...,m)it; (j =1,...,n) zachodzi

p(x17"‘7xm’y17"'7yn) :p(Il,‘--7xm)p(y17---,yn)- (3‘7)

Wartosé oczekiwana ($rednia) myx procesu stochastycznego (X;):
mx(t) := E(Xy). (3.8)
Funkcja autokorelacji Kx procesu stochastycznego (X¢):
Kx(t1,t2) := E(X¢, X, ). (3.9)

Poniewaz X;,X;, = X¢, X¢,,
Kx(ta2,t1) = Kx(t1,t2). (3.10)
Wariancja Vi i odchylenie standardowe ox procesu stochastycznego (X;):
V() == B((X: = mx(1))®),  Vx(t) >0, (3.11a)

ox(t) == +1/Vx(t), ox(t)

WV
o

(3.11b)



Mozna pokazacé, ze

Vx(t) = B(X?) — mx(t) = Kx(t,t) — mx(t). (3.12)

Funkcja autokowariancji Cx procesu stochastycznego (X;):

Cx(t, t2) = B((Xe, — mx(t1)) (X, — mx(t2))). (3.13)

Zachodza wzory:
Cx(tg, tl) = Ox(tl, tg), (314&)
Cx(tl, tg) = Kx(tl, tg) — mx(tl)mx(tg). (314b)

Wspdtczynnik korelacji px procesu stochastycznego (X;):

Cx(t1,t2)
t,ty) i= ————. 3.15
pX( 1 2) O'X(tl)O'X(tQ) ( )
Wtasnosci wspotezynnika korelacji px:
px(ta; t1) = px(ti,t2), (3.16a)
-1 < px(tl,tz) < +1. (316b)

Jezeli proces stochastyczny (X;) ma skoriczeniewymiarowe dystrybuanty typu ciaglego, to,

na przyklad,

—+00
mx(t) = 3 dz x p(z), (3.17a)
+o0o +o0
Kx(t1,t2) :L dey [ dagm T Pyt (T1, T2). (3.17b)



IV. STACJONARNE PROCESY STOCHASTYCZNE

Proces stochastyczny nazywamy $cisle stacjonarnym (lub stacjonarnym w wezszym sensie),
jesli jego wlasnodci nie zaleza od wyboru poczatku liczenia czasu. Dokladniej: proces sto-

chastyczny (X;)er jest Scisle stacjonarny, jesli warunek

Ft1,...,tn (.fCl, e ,:I;n) = Ftl—T,...,tn—T(:El; e ,:L’n) (41)

zachodzi dla dowolnego n € N, dowolnego wyboru chwil czasu tq,...,t, € T i dowolnego
7 € R takiego, ze chwile t; — 7,...,t, — 7€ T.

Proces, ktory nie jest $cisle stacjonarny, nazywamy niestacjonarnym.
Dla n = 1 warunek (4.1) sprowadza sie do réwnosci
Fi(z) = F,_.(z) dla wszystkich t € T'i 7 € R takich, ze t — 7 € R, (4.2)

zatem Fy(x) nie zalezy od ¢ (i mozemy pisa¢ F'(z), czyli pomijamy indeks t). Jezeli istnieje
gestos¢ prawdopodobieristwa py(x) = dFi(x)/dz, wowezas py(z) = pi—r(x), czyli p(z) nie

zalezy od t (i mozemy pisaé p(z)).

Niech (X;) bedzie Scisle stacjonarnym procesem stochastycznym. Wowczas Kx(t,t — ) nie

zalezy od wyboru chwili ¢.

DowoOD.

Kx(t/, t/ - 7') = E(thxt/,T) (43&)
= //dxl dzo 2o pyy—r (21, X2) (4.3b)

R2

(przesuwamyt’itlffotlft: t/>—>t/7(t/7t):t,tlfTHtlfff(tlft):tf‘l')

= //dxl dzg 21 2o pri—r (21, 22) (4.3¢)

R2
= E(XXe_,) = Kx(t,t — 7). (4.3d)

Mozna zdefiniowa¢ nowa funkcje autokorelacji Rx bedaca funkcja tylko jednej zmienne;j:
Rx(7) := Kx(t,t — ). (4.4)
Zachodzi zwiazek:

Kx(t1,te) = Kx(t1,t1 — (t1 — t2)) = Rx(t1 — t2). (4.5)
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Funkcja Rx(7) jest funkcja parzysta,
Rx(—7) = Rx(7), (4.6)
bo
Rx(—7) = EXiXp4r) = E(Xp47X1) = EXpgr) - Xi—r) = E(XXi—) = Rx(7). (4.7)

Wartos¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe $cisle stacjonarnego procesu sto-

chastycznego sg state:

mx(t) = E(X;) = /J:O:Upt(x) dz = /J:O:Up(x) dz = const, (4.8a)
Vx(t) = Kx(t,t) — my(t) = Rx(0) — mx = const, (4.8b)

ox(t) =/ Vx(t) = \/ Rx(0) — m% = const. (4.8¢)

Funkcja autokowariancji Cx(t1,t2) i wspotezynnik korelacji px(t1,ts) $cisle stacjonarnego

procesu stochastycznego zalezg tylko od t; — ts.

Przyktad 4.1. Rozwazmy proces stochastyczny (X¢)qer okreslony nastepujaco:
Xi :=Y dla kazdego t € T, (4.9)

gdzie Y jest dowolna ustalona zmienna losowa. Proces stochastyczny (X;)ier jest Scisle

stacjonarny.

Proces stochastyczny (X;)ier jest stacjonarny w szerszym sensie, jesli ma on stala war-
tos$¢ oczekiwana, myx(t) = const, a jego funkcje autokorelacji da sie przedstawi¢ w postaci
Kx(t1,t2) = Rx(t; — to), gdzie Rx jest parzysta funkcja rzeczywista jednej zmiennej.

Wariancja i odchylenie standardowe procesu stochastycznego stacjonarnego w szerszym sen-

sie sg state:

Vx(t) = Kx(t,t) — mx(t) = Rx(0) — m¥ = const, (4.10a)

ox(t) = \/Vx(t) = \/Rx(0) — m} = const, (4.10b)
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Rysunek 6: Procesy stochastyczne niestacjonarne, stacjonarne w wezszym sensie,

stacjonarne w szerszym sensie.

bedziemy zatem pisa¢ Vi zamiast Vx(t) oraz ox zamiast ox(t). Funkcja autokowariancji
Cx(t1,t2) 1 wspoltezynnik korelacji px(t1,t2) procesu stochastycznego stacjonarnego w szer-

szym sensie zaleza natomiast tylko od roznicy ¢ — ts:

Cx(tr, t2) = Kx(t1, t2) — mx(t1)mx(t2) = Rx(t1 — ta) — my, (4.11a)
Ox(tl, tg) Rx(tl — tg) — mi

toty) = - . 4.11b

A1) =5 ox() z )

Przyktad 4.2. Rozwazmy proces stochastyczny (X;) z czasem ciagtym:
X;:= Acos(wt 4+ ©), —oo <t < 400, (4.12)

gdzie A > 01w > 0 sa stalymi, zas © jest zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym

na odcinku (0; 27). Mozna pokazaé, ze
mx(t) =0, (4.13a)
1
Kx(tl, tg) = §A2 Cos[w(t1 — tg)] (413b)

Proces stochastyczny (X;) jest zatem procesem stacjonarnym w szerszym sensie. Mo-

zemy wprowadzi¢ funkcje autokorelacji Rx jednej zmiennej:

Ro(r) = Kx(t,t — 1) = ;AQ cos(wr). (4.14)
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Rysunek 7: Funkcja autokorelacji procesu stochastycznego opisanego w przyktadzie

4.2.

Niech (X;)ier bedzie Scisle stacjonarnym procesem stochastycznym. Wowezas dla dowolnej
funkcji g jednej zmiennej,

E(g(Xy)) = E(9(Xi—7)), (4.15)

czyli E(g(X;)) nie zalezy od t. Rowniez dla dowolnej funkeji A dwoch zmiennych,
E(h(Xt,, X1,)) = E(h(Xe,—r, Xip—r)). (4.16)
Wybierajac 7 = to dostajemy
E(h(Xy,, X)) = E(h(X¢,—t,, X0)), (4.17)

czyli E(h(Xe,, Xt,)) zalezy od ty, ta tylko poprzez réznice t1 — to.

Przyklad 4.3. Rozwazmy ciag losowy (X,), n = 0,1,2 ..., w ktérym zmienna lo-
sowa Xo ma rozktad Laplace’a z parametrem A\ = /2 (zmienna losowa o rozktadzie La-
place’a ma gestos¢ prawdopobieristwa f(z) 1= %exp(—)\|x|), —00 < x < +00), nato-
miast zmienne losowe X,, dla n > 1 maja rozktad normalny N(0, 1), wszystkie zmienne
losowe X,, sa niezalezne. Ciag losowy (X,,) jest procesem stacjonarnym w szerszym sen-
sie i nie jest procesem Scisle stacjonarnym.

Mozna pokaza¢, ze E(X,) = 01 E(X2) = 1 dlan = 0,1,2,..., natomiast funkcja
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autokorelacji Kx(m,n) przyjmuje nastepujace wartosci:

dlam # n:  Kx(m,n) = E(X;,X,) = E(X,,)E(X;,) =0,
dlam=n: Kx(m,m)=EX2)=1.

Mozemy zatem napisac:

1, gdy m =n,
Kx(m,n) = 6pmp =
07 gdy m # n?
gdzie 6,,, to symbol (delta) Kroneckera. Poniewaz d,,, = 0pm—n0, mozemy napisac

Kx(m,n) = 6m_np. Zatem (X,,) jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie.
Rozwazmy wartosci oczekiwane E(X}) dlan = 0,1,2,... . Gdyby (X,) byl procesem
stochastycznym $cisle stacjonarnym, E(X2) nie powinno zaleze¢ od n. Mamy jednak:

E(X3) = 4!/\* = 6, natomiast dlan > 1, E(X}) = 3.

Przyktad 4.4. Rozwazmy proces stochastyczny (Z;) z czasem ciggltym:
Zt ::Xt'Yta —OO<t<+OO,

gdzie X;, —0o < t < 400, jest pewnym procesem stochastycznym stacjonarnym w szer-

szym sensie, natomiast proces stochastyczny (Y;) jest opisany wzorem
Y = Acos(wt+©), —oo <t < +00,

gdzie A > 0iw > 0sastalymi, zas © jest zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym na
odcinku (0; 27) [z przyktadu 4.2 wiemy, ze (Y;) jest rowniez procesem stochastycznym
stacjonarnym w szerszym sensie|. Procesy stochastyczne (X;) i (Y;) sa niezalezne.
Wykazemy, zZe proces stochastyczny (Z;) jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie.
W tym celu obliczamy wartosé oczekiwana E(Z;) i funkcje autokorelacji Kz(ti,ts)

procesu (Z):
E(Z;) = E(X¢Y:) = E(X)E(Y;) = mx - 0 = 0;

Kz(t1,t2) = E(Z4,Zs,) = E(Xy, Yo, - Xi,Ye,) = E(X, Xe, - Y, Yey)
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autokorelacja
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Rysunek 8: Przyktadowa funkcja autokorelacji (wykreslona kolorem niebieskim )
procesu stochastycznego (Z;) opisanego w przyktadzie 4.4. Obwiednia (zaznaczona

kolorem czerwonym) funkcji autokorelacji procesu (Z;) jest funkcja autokorelacji

procesu (X;) pomnozona przez stala %A?

= BE(X, X4, )E(Y1, Yi,) = Kx(t1, t2) Ky(t1, t2)
= Rx(t1 — t2)Rv(t1 — t2);

mozemy zatem zdefiniowaé Rz(7) := Kz(t,t — 7), wowczas

Ra(r) = Rx(r)Ry(r) = 3 A” Bx(r) cos(ir),

poniewaz Ry (1) = 3 A% cos(w) (zobacz przyklad 4.2).
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V. NORMALNE PROCESY STOCHASTYCZNE

—

Rozwazmy n-wymiarowy wektor losowy X (nizej T oznacza transpozycje macierzy, tutaj
macierzy wierszowej o wymiarze 1 X n, czyli X jest traktowany jak macierz kolumnowa o
wymiarze n X 1):
X1
X=(Xp,.... %)T =111, (5.1)
Xn

Mowimy, ze wektor losowy X ma n-wymiarowy rozktad normalny (gaussowski,
Gaussa), jesli jego laczna gestos¢é prawdopodobienistwa jest postaci (We Wzorze ponizej
T=(z1,...,7,)" € R" tak ze 7 jest traktowany jak macierz kolumnowa o wymiarze n x 1,

- 0znacza mnozenie macierzowe)

1 [P S R
Pt ) =~ exp [ = (7 =) O () (5.2)
(2m)™ det C 2
gdzie m = (mq,...,m,)T € R", natomiast C jest rzeczywista macierza n x n symetryczna

i dodatnio okreslong. Wszystkie wlasnosci n-wymiarowego rozktadu normalnego okreslone

sg przez m i C.

Macierz rzeczywista C' (o wymiarze n X n) jest dodatnio okreslona, jesli
i C-7>0

dla kazdego & = (1, ..., x,)"T € R takiego, ze Z # 0 := (0,...,0)T.

Wektor m okresla wartosé oczekiwang wektora losowego X:
EX)=m, czyli EX)=m; i=1,...,n, (5.3)
natomiast macierz C' jest macierza kowariancji tego wektora losowego:
E((X =) (X—m)") =C, (5.4a)
czyli E((Xl- —m;)(X; — mj)) —Cy, i,j=1,...,n, (5.4b)
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Powszechnos¢ wystepowania wielowymiarowego rozktadu normalnego jest zwiazana z cen-
tralnymi twierdzeniami granicznymi, ktoére mowia, ze n-wymiarowy wektor losowy bedacy
wektorowa suma duzej liczby N niezaleznych n-wymiarowych wektoréw losowych o dowol-
nych rozktadach, w granicy N — oo ma n-wymiarowy rozktad normalny przy stosunkowo

ogoélnych zatozeniach.

Proces stochastyczny (X;)ier jest normalny (gaussowski, Gaussa), jesli dla kazdego n € N
i kazdego wyboru chwil t,...,t, € T, n-wymiarowy wektor losowy (Xi,,...,X;,) ma n-

wymiarowy rozktad normalny.

Normalny proces stochastyczny stacjonarny w szerszym sensie jest procesem stochastycznym

stacjonarnym w sensie wezszym.
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VI. ZESPOLONE ZMIENNE LOSOWE

Rozwazane dotad zmienne losowe bedace odwzorowaniami o warto$ciach rzeczywistych,
X: Q — R, mozna nazwaé rzeczywistym: zmiennymi losowymi. Rozwazmy odwzorowanie

o wartosciach zespolonych:
Z:Q—C, (6.1a)
Q5 ¢ —Z(¢) =Re(Z(¢)) +iIm(Z(¢)) € C; (6.1D)

tutaj i oznacza jednostke urojona, natomiast Rez i Imz czedé rzeczywista i urojong liczby

zespolonej z € C. Definiujemy cze$¢ rzeczywista ReZ i czesé urojona ImZ odwzorowania Z:

(ReZ)(¢) :=Re(Z(¢)), (ImZ)(¢) :=Tm(Z(¢)). (6.2)

Zespolong zmienng losowg nazywamy odwzorowanie Z : ) — C takie, ze odwzorowania

X:=ReZiVY :=1ImZ s rzeczywistymi zmiennymi losowymi.

Przyktlad 6.1. Jednokrotny rzut kostka. Przestrzenia zdarzen elementarnych jest
zbior Q = {wy,...,ws}. Zdefiniujmy

Q3w — Z(wy) =k+ik*€C, k=1,...,6. (6.3)

Woéwcezas

(ReZ)(wi) =k, (ImZ)(wi)=k* k=1,...,6. (6.4)

Dalej bedziemy rozwazac tylko takie zespolone zmienne losowe Z, dla ktorych okreslona jest
taczna gesto$¢ prawdopodobieristwa zmiennych losowych X := ReZ i Y := ImZ. Wowczas
gestoscig prawdopodobienstwa pz zmiennej losowej Z nazwiemy te wlasnie lacznag gestosé

prawdopodobieristwa zmiennych losowych X iY:
Coz=x+1iy, pz(2):=pxvy(z,v); (6.5)

pz jest zatem funkcja o warto$ciach rzeczywistych.

Wartosé oczekiwana zmiennej losowej Z:

mz =E(Z) = [[dedy (z +iy) pxy (e, 5). (6.6)



Zachodzi wzor:

E(Z) = E(X) +iE(Y).

DowoOD.

E(Z) = //dw dy (x +iy) px,v(,y)

= //dxdy rpxy(z,y) + i//dl"dy ypxy(x,y)
R R?

_ /;OO . (/;OO pxx (7, 7) dy)dx+i/;00 y </:>O pxy(7,y) d:v)dy

+oo ) +oo
= [ Camx@dr+i] i)y
= E(X) +1E(Y).
Jezeli g jest dowolng funkcja jednej zmiennej, to

E(9(2)) = [[dedy gl + i) pxy (e, 1).

Wynika stad, ze

w szczegolnosci

Latwo mozna pokazaé, ze

B(ZP) = [[dedy (a* + 4 pv(e,y) = BOC) + E(Y?).

Wariancja zmiennej losowej Z:
V7 = E(|Z—mz’2), Vz e R.
Odchylenie standardowe zmiennej losowej Z:

07 = —|—W = +/E(|Z — mz|?).

Poniewaz

‘Z — mz|2 = (X — mx)2 + (Y — my)z,
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(6.8a)

(6.8b)

(6.8¢)

(6.8d)

(6.8e)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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mozemy zwiaza¢ wariancje o3 z wariancjami 0% i 0%:

o7 = E(|Z — mz]?) (6.16a)
= B((X=mx)? + (Y = my)?) (6.16b)
= 0% + ov. (6.16¢)

Korzystajac ze wzoru (6.12) oraz z tego, ze
ox = E(X*) = (E(X))*, oy = E(Y?) — (E(Y))*, (6.17)

mamy réowniez

07 = E(|Z]*) — [mz|*. (6.18)

Rozwazmy dwie zespolone zmienne losowe: W = U +iV oraz Z = X+1Y, gdzie U,V, X, Y sa

rzeczywistymi zmiennymi losowymi. Laczna gestoécia prawdopodobieristwa W i Z jest
pwz(w,2) ==pyvxy(u,v,z,y), gdze w=u+iveC, z=z+iyeC. (6.19)
Kowariancja zespolonych zmiennych losowych W 1 Z:
Cwz == B((W = mw)(Z — mz)*). (6.20)
Wspotczynnik korelacji zespolonych zmiennych losowych W ¢ Z:

pW.Z = —. (6.21)

Dla zespolonych wektoréw losowych WiZ definiujemy macierze kowariancji:

Cii = B((W = my) - (W = my)), (6.22a)

CVV,Z = E((W - mw) . (z — mz)T>, (6,22b)

gdzie 1 oznacza sprzezenie hermitowskie (czyli sprzezenie zespolone plus transpozycje).
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VII. ZESPOLONE PROCESY STOCHASTYCZNE

Zespolonym procesem stochastycznym (Z;)ier nazywamy odwzorowanie

takie, ze (X¢)ter 1 (Yi¢)ter sa rzeczywistymi procesami stochastycznymi zdefiniowanymi na

tej samej ustalonej przestrzeni probablilistycznej (€2, S, P).
Wartosé oczekiwana (Srednia) procesu stochastycznego (Z;):
mz(t) := E(Z;), (7.2)

Zachodzi wzor:

mz(t) = mx(t) + imy(t). (7.3)

gdzie mx(t) i my(t) sa wartosciami oczekiwanymi rzeczywistych proceséw stochastycznych

odpowiednio (X;) 1 (Yy).
Funkcja autokorelacji procesu stochastycznego (Z;):
K7(ty,t2) := E(Z,,Z3,). (7.4)

Zachodzi wzor:

Kz(ty, th) = (Kz(tl,lb))* = K7(t1,t2). (7.5)

Wariancja Vz i odchylenie standardowe oz procesu stochastycznego (Z;):

Vz(t) == E(|Z, — mz(t)|?), oz(t) := +/Vz(t). (7.6)
Zachodza wzory:
Vz(t) = E(1Z:*) — [mz(t)]* (7.72)
= Kz(t,t) — |mz(t)? (7.7b)
= Vx(t) + W& (¢), (7.7¢)

gdzie Vx(t) i V() sa wariancjami rzeczywistych procesow stochastycznych odpowiednio (X;)

i (Y,).
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Kazdemu zespolonemu n-wymiarowemu wektorowi losowemu (Zy,, ..., Z;,) mozna przypo-
rzadkowaé rzeczywisty 2n-wymiarowy wektor losowy (Xi, Yy, ..., X, Ys,), gdzie Z,, =

th +th1, ey Ztn — th +1Ytn

Ograniczymy sie do przypadku, gdy mozna zdefiniowaé taczna gestos¢ prawdopodobienstwa
Ptrvtn (L1, Y15 - - - T, Y ) Wektora losowego (X, Yoy, ..., Xe,, Ye, ). Wowcezas wartosé oczeki-

wang procesu stochastycznego (Z;) obliczamy za pomoca caltki podwojne;
mz(t) = B(Z) = [[dedy (@ +iy) p(e,y), (7.8)
RQ

natomiast funkcje autokorelacji procesu stochastycznego (Z;) obliczamy za pomoca calki

poczwornej:

Kz(t1,t2) = E(Ztlz;) = /// day dyy doy dys (21 +iy1) (22 — i) Pty 12 (71, Y1, T2, y2). (7.9)
R4

Niech (W,), Wy = U; +1V, oraz (Z;), Z, = X; + 1Yy, beda zespolonymi procesami stocha-

stycznymi. Funkcjq interkorelacji miedzy procesami (W) i (Z;) nazywamy

Kwz(ti,t2) := E(Wy, Z;). (7.10)
Zachodzi wzor:

sz(tl,tg) == K;V2<t27t1)' (711)
Widzimy zatem, ze funkcje interkorelacji Kwz i Kzw sa na ogoét rozne.
Zespolony proces stochastyczny stacjonarny w szerszym sensie definiujemy dokladnie tak
samo, jak rzeczywisty proces stochastyczny stacjonarny w szerszym sensie, to znaczy: zespo-

lony proces stochastyczny (Z;) jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie, gdy wartosé

oczekiwana myz jest stala i funkcja autokorelacji Kz(t1,t2) zalezy od roznicy t; — to.

Dla procesu stacjonarnego w szerszym sensie mozemy zdefiniowa¢ nowa funkcje autokorelacji

Rz, ktora jest funkcja jednej zmiennej:
Rz(7) :== Kz(t,t — 7). (7.12)

Zachodzi wéwcezas wzor:

Ka(ti,ts) = Ry(t; — t2). (7.13)

Funkcja Rz ma nastepujace wlasnosci:
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(i) Rz(—1) = R3(7);
(i) Rz(0) = E(]Z,*) > 0, przy czym Rz(0) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodo-

bienistwem 1 Z, = 0 dla kazdego t € T}

(i) [Rz(7)| < Rz(0).

Zespolone procesy stochastyczne (W;) i (Z;) sa tgcznie stacjonarne w szerszym sensie, jesli
oba sa stacjonarne w szerszym sensie oraz ich funkcja interkorelacji Kwz (1, t2) zalezy od roz-
nicy t; —to. Wowczas definiujemy nowa funkcje interkorelacji Rwz, ktora jest funkcja jednej
zmienne;j:

Rwz(T) := Kwz(t,t — 7). (7.14)
Ma ona nastepujace wtasnosci:

(i) Rwz(t) = Raw(-7);

(i) [Rwz(7)| < \/Rw(0)Rz(0).

Przyktad 7.1. Niech zespolone procesy stochastyczne (W;) i (Z;) beda procesami
stacjonarnymi w szerszym sensie, niezaleznymi od siebie. Zdefiniujmy zespolony proces

stochastyczny (S;):
St o= Wt Zt' (715)

Pokazemy, ze proces stochastyczny (S;) jest rowniez procesem stacjonarnym w szer-
Szym sensie.

Niech Wy = U; +1Vy, Z; = X; +1Yy, gdzie (Uy), (Vy), (Xy), (Yy) sa rzeczywistymi
procesami stochastycznymi.

Obliczamy wartos¢ oczekiwana ms(t):
ms(t) = E(S;) = E(W:Z;) (7.16a)

= ////du dv dm dy (U + 1U) (ZE + ly) pUtVtXth (/u7 v, X, y) (716b)
R4

Niezaleznos$¢ proceséw stochastycznych (W,) i (Z;) oznacza, ze

Pu,vexiY: (u7 v, T, y) = Pu,Vv, (u7 U) PXeY, (‘T’ y)? (717>
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dlatego
ms(t) = //du dv (u +1iv) py,v, (u,v) - //dx dy (x + iy) px,v,(x,y) = mwmz. (7.18)
R? R?

Wartos¢ oczekiwana ms(t) nie zalezy zatem od czasu t, bo mw i mz od t nie zaleza.

Obliczamy funkcje autokorelacji Ks(t,t — 7):

Ks(t,t — 1) = E(5,S;_.) (7.19a)
= B(WiZy (W, Z;,)") (7.19b)
=B(WW;_, 7,7 ) (7.19¢)
= E(W.W;_) E(Z,Z_;) (7.19d)
= Rw(7'> Rz(T), (7.198)

czyli Ks(t,t — 7) zalezy tylko od 7. Mozemy zatem zdefiniowaé
Rs(7) := Ks(t, t — 1), (7.20)

woOwczas

Rs(T) = Rw(T) Rz(T). (7.21)
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VIII. USREDNIANIE W CZASIE I ERGODYCZNE PROCESY
STOCHASTYCZNE

W praktyce czesto mamy do dyspozycji tylko jedna realizacje badanego procesu stocha-
stycznego. Jedli chcemy sprawdzié, czy proces stochastyczny, ktérego jedng tylko realizacje
posiadamy, ma spodziewane przez nas witasnosci probabilistyczne, musimy us$rednianie po
zespole realizacyi zastapi¢ usrednianiem w czasie. Procesy, dla ktorych taka procedura jest

poprawna, nazywa sie procesami ergodycznymi.
Niech z(t) := X (w), w € €, bedzie ustalona realizacja procesu stochastycznego (X;)er-
Sredniq w czasie realizacji x(t) nazywamy

(x(t)) == lim — x(t) dt. (8.1)
Jesli dla prawie wszystkich realizacji (,prawie wszystkich” znaczy: dla wszystkich z by¢

moze wyjatkiem pewnych realizacji, ktérych pojawienie sie ma zerowe prawdopodobieristwo)
spelnione jest réwnanie

E(Xy) = (x(1)), (8.2)
to proces stochastyczny (X;) nazywamy procesem o ergodycznej Sredniej.

Jesli dla dowolnej funkcji h,
E(h(X¢)) = (h(z(1))), (8.3)

to proces stochastyczny (X;) nazywamy procesem ergodycznym.

Funkcja autokorelacji ustalonej realizacji z(t) zespolonego procesu stochastycznego (Z;):

T/2
R.(r) = Jim / 2t — 1) dt. (8.4)

T—>oo T/2

Funkcja interkorelacji miedzy realizacjami w(t) i z(t) zespolonych proceséw stochastycznych

odpowiednio (W) i (Z;):

w(t) 2" (t — 1) dt. (8.5)

Jesli (Wy) i (Z;) sa procesami ergodycznymi, to

R.(T) = Rz(7), Ru:(T) = Rwz(7). (8.6)
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Przyklad 8.1. Rozwazmy rzeczywisty proces stochastyczny
X :=Acos(wot + ©), —o0 <t < +o0, (8.7)

gdzie A jest ciagla zmienng losowa o rozktadzie Rayleigha (o gestosci prawdopodo-
biefistwa p(a) = 0 dla a < 01 p(a) = ae~*/2 dla a > 0), © jest zmienng losows o

rozktadzie jednostajnym na odcinku (0; 27), zmienne losowe A i © sa niezalezne.

Latwo pokazemy, ze proces stochastyczny (X;) jest procesem o ergodycznej sredniej:

E(X;) = E(A) E(cos(wot + ©)) \/> 0=0, (8.8a)
e sin «l
(x(t)) = 711_1){)10 T/T/Qacos wot + 0)dt = jlgr;o (2@ cos 0 w(ﬂz > — (), (8.8b)

zatem E(X;) = (x(t)) =

Proces stochastyczny (X;) nie jest jednak procesem ergodycznym. By to pokazac,

poréwnamy srednie E(X?) i (z%(¢)):

1

E(X?) = E(A?) E(cos*(wot + ©)) = 2 - i 1, (8.9a)
T/2 1 inwyT 1

(22(t) _TIEEOT/TQG cos®(wot + 0)dt = = lim. [2a2 (1+Cos20812;u;1 )] _ 5a27

(8.9b)

zatem na ogot E(X?) # (2%(t)) i warunek (8.3) nie jest spelniony dla funkcji h(z) := 22
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Przyktad 9.1.

BERSRS SEEEANSE

Rozwazmy opornik o oporze R, przez ktory plynie prad elektryczny o natezeniu i(t).

T

Zgodnie z prawem Ohma spadek napiecia u(t) na oporniku wynosi u(t) = Ri(t).

Chwilowa warto$¢ mocy wydzielanej na oporniku to

u(t)i(t) = EuQ(t) = Ri*(t), (9.1)

natomiast energia wydzielona na oporniku w przedziale czasu (t1;t2) wynosi

/ P u)i(t) dt = / b ;ﬁ(t) dt= [* Ri2(t)dt. 9.2)

t1 t1 t1

,Energia” sygnalu deterministycznego z(t), —oo < t < +00, by¢ moze o wartosciach zespo-

lonych, nazywamy

/ ;°° ()2 dt, (9.3)

wielkos¢ |x(t)]* mozemy zatem nazwaé ,chwilowa mocg” sygnatu.

Niektore sygnaty (np. sygnaly periodyczne sinwt, coswt) nie maja skoriczonej energii, maja

natomiast skoriczona srednig moc zdefiniowang nastepujaco:

T—o0

R R CI
lim —/ lz(t)|” dt < oo. (9.4)
T J-1)2

Przyktad 9.2. Obliczmy $rednig moc sygnatu periodycznego x(t) = Asinwt o stalych

czestosci w 1 amplitudzie A:

T/2 1 sinwT 1
Tleoo T _T/QA sin® wt dt = Th_)mOo 2A (1 7 > 2A : (9.5)
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Dla procesu stochastycznego (X;) wyrazenia analogiczne do rownan (9.3) i (9.4), ktére na-
pisalismy dla sygnatoéw deterministycznych, wygladaja nastepujaco:

+00 9 ] 1 T/2 9
/ IX,|2 dt, TIHI;OT/_T/Q\XA dt. (9.6)

Sa to wiec catki, w ktérych wyrazenia podcatkowe sg zmiennymi losowymi. Calki takie mozna
matematycznie precyzyjnie zdefiniowaé, czego nie bedziemy robié¢. Ograniczymy sie do kilku

uwag.

Calka procesu stochastycznego.

L] || [ ][] FT L ELT
i I | - < | S SO Bl
L @?‘@f CANNE % L]
TR mERREw
- ! = e vl L
| 1] °‘*,!,£‘€l l ESEEa
R A e HWEREE S
Catke procesu stochastycznego definiujemy nastepujaco:
b
| Xedt = lim th At;. (9.7)

W powyzszym wzorze suma Riemanna .7 ; X;,At; jest zmienng losowa, a granice
ciggu zmiennych losowych definiuje sie w odpowiedni sposob.

Dla nas wazne jest, ze zachodzi nastepujacy wzor:

E (/b X, dt) = /abE(Xt)dt, (9.8)

ktory mozna uzasadni¢ nastepujaco:

n

E ( / "X, dt) ~E <§nj XtiAtZ) — S E(X,AL) = 3 EX, ) At = / "BX,)dE. (9.9)

i=1

Calki zmiennych losowych, ktérych przyktady podalismy w rownaniu (9.6), same sg zmien-
nymi losowymi, mozemy wiec oblicza¢ ich wartosci oczekiwane. Poniewaz wiele procesow
stochastycznych ma nieskonczona warto$¢ oczekiwang energii, wygodniej jest rozwazac

warto$¢ oczekiwana $redniej mocy procesu. Rozwazmy zatem proces stochastyczny (X;),
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—00 < t < 4o00. Wartoscig oczekiwang Sredniej mocy procesu stochastycznego (X;) nazy-

wanwy

T—o0

1
Po=E( I 7/ X, |2 dt 9.10
e (i g [ Par). (9.10)

Jesli (X;) jest procesem stochastycznym stacjonarnym w szerszym sensie, to, korzystajac ze

wzoru (9.8), mamy

P = lim ;/m E ([%[?) dt = lim T/ — R(0) =E (). (9.11)

T—o0 -T/2

Oznaczmy przez Sx transformate Fouriera funkeji autokorelacji Ry procesu (X;):

+o00 .
Sx(f) ::/ Rx(7)e 27 dr,  —o0 < f < +o0. (9.12)
Woéwcezas
+o0 .
Rx(r) = / S(f) e ITdf,  —o0 < 7 < +o0. (9.13)
Mamy zatem
9 +oo
Pe=E (1X[2) = Bx(0) = [~ Sx(f)df: (9.14)

Sx nazywamy widmowq (inaczej spektralng) gestosciqg mocy procesu stochastycznego (Xy).
Dla procesu stochastycznego stacjonarnego w szerszym sensie Px = E (|X;|?), zatem warto$¢

oczekiwana Sredniej mocy jest rowna wartosci oczekiwanej chwilowej mocy tego procesu.
Zdefiniujmy teraz (zobacz Rys. 10):

X,, |t|<T/2
XT .= It <172 (9.15)
0, [t|>1T/2,

oraz niech )~(? oznacza transformate Fouriera procesu stochastycznego (XI):

~ +o00 . +T/2 .
XL = / X7 =27t g — / X, o2l 4. (9.16)

~T/2
Twierdzenie Wienera-Chinczyna powiada, ze

lim E(X]) = Sx(f). (9.17)

T—o0 T
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Rysunek 9: Trzy przyktady funkcji autokorelacji Rx oraz odpowiadajacych im

widmowych gestosci mocy Sx.

AR

L

SPNE T }]

Rysunek 10: Proces stochastyczny (X;), zdefiniowany dla kazdego ¢t € R, ograniczony
do przedziatu (—T/2;T/2) staje si¢ procesem (XT').

Z twierdzenia tego wynika, ze Sx(f)df jest srednia moca procesu stochastycznego w prze-
dziale czestotliwosci f, f + df. Wynika z niego réwniez, ze Sy jest funkcja rzeczywista i nie-

ujemna (nawet wtedy, gdy (X;) jest zespolonym procesem stochastycznym), czyli

Sx(f) >0 dla kazdego —oo < f < 400. (9.18)

Jezeli (X;) jest rzeczywistym procesem stochastycznym, to Sx jest rzeczywista funkcja pa-
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rzystg (przypomnijmy, ze dla rzeczywistego procesu stochastycznego funkcja autokorelacji

Ryx jest rzeczywista funkcja parzysta):

+oo .
Sx(f) = /_ _ Bx(7) e T dr (9.19a)
+o0 +oo
:/ Rx(7) cos(2m fr)dr —i/ Rx(7)sin(2r fr) dr (9.19Db)
funkcja nieparzysta, dlatego f =0
+oo
:/ Rx (1) cos(2m fr)dr, (9.19c¢)

skad wynika, ze Sx(f) € R oraz Sx(—f) = Sx(f).

Funkcja (dystrybucja) delta Diraca.

Funkcja delta Diraca 0(x — ) zdefiniowana jest za pomoca dwoch warunkow:

e dla dowolnego zj € R,

d(x—x0) =0, gdy z # zo; (9.20a)

e jesli x € (a;b) i funkcja ¢ jest dobrze okreslona w pewnym otoczeniu zg, to
b
/ d(z — xg) p(x) dx = ¢(zo) dla kazdej funkeji ¢. (9.20b)

W szczegolnosci
b
/ §(z — zo) da = 1. (9.20¢)

Reprezentacja catkowa delty Diraca:

() = [ T gromifty g, (9.21a)

— 00

Poniewaz 6(—t) = 0(t), prawda jest rowniez, ze

5(t) = /_ T gmifty f. (9.21Db)

o0




Przyktad 9.3. Widmowa gesto$é mocy procesu stochastycznego drgan har-
monicznych.
Niech

Xi := Acos(wot +©), —o0o<t< o0, (9.22)

gdzie A > 01 wy > 0 sg stalymi, za§ © jest zmienna losowa o rozktadzie jedno-
stajnym na odcinku (0; 27). Funkcja autokorelacji procesu stochastycznego (X;) jest

Rx(1) = £ Acos(wpT).

— 2

Skorzystamy z formuty
1. .
cosa = i(e “+e9), ackR, (9.23a)
ktora wynika ze wzorow:

e '“ =cosa—isina, €% =cosa-+isina. (9.23b)

Obliczamy gestos¢ widmowa procesu stochastycznego (X;):

Sx(f) = | ;OO Ry(r) e=2™7dr = iA / zo(e—w by g (9.24)
Whprowadzmy fo 1= £ (czyli wy = 2 fy), wowczas
Sx(f) = 31‘4 /_ ;oo (e72riUot AT 4 2rilho=T) g7 (9.25a)
= 3A4(8(o+ 1) + (o~ 1) (9.25b)
= JA(B(F + fo) +6(F — fo)). (9:250)
i
HEYEER
+ };F
b ) b
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Niech (X;) i (Y;) beda procesami stochastycznymi tacznie stacjonarnymi w szerszym sensie.
Ich wzajemng gestosé widmowag Sxy definiujemy jako transformate Fouriera funkeji interko-

relacji Ryy:
+o0 .
Sxv (f) :== Rxy (1) e™?™Tdr,  —oc0 < f < +o0. (9.26)

Funkcje interkorelacji Rxy mozemy wyrazi¢ przez wzajemna gestos¢ widmowa Sxy:

+o0 .
Rxy(T) = Sxy(f)e™™Tdf,  —oco < T < 400, (9.27)
Zachodzi wzor
+oo
Rxy(0) = EOGY]) = [ Sxr((f) . (9.28)

Whasnosci wzajemnej gesto$ci widmowej Sxy:

(1) Svx(f) = Skv(f);

(i) dla rzeczywistych procesow stochastycznych (X¢) i (Y;) (wowczas Rxy jest funkcja o

wartosciach rzeczywistych) zachodzi

va(f) = SXY(_f) = S;(Y(f)-

i i ae
Rysunek 11: Dwustronna Sx i jednostronna Sx widmowa gesto$é mocy rzeczywistego

procesu stochastycznego (X;). Przypomnijmy, ze dwustronna gestos¢ widmowa, Sx

rzeczywistego procesu stochastycznego jest funkcja parzysta: Sx(—f) = Sx(f).

Dla rzeczywistych proceséw stochastycznych (X;) i (Y;) mozna zdefiniowaé¢ jednostronne

widmowe gestosci mocy. Wowcezas widmowe gestosci mocy zdefiniowane wyzej za pomoca
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rownani (9.12) i (9.26), nazywamy dwustronnymi gestosciami mocy. Jednostronna widmowa

gesto$¢é mocy rzeczywistego procesu stochastycznego (X;) zdefiniowana jest nastepujaco:

_ 25 , 0< +00,
Se(f) = x(f) f<+oo
0, f<o.

Zachodzi wzor:

+oo _

BO¢) = [ sdpdf= [ Sxnar,

(9.29)

(9.30)

Jednostronna wzajemna widmowa gestos¢ mocy rzeczywistych proceséw stochastycznych

(X¢) 1 (Yy) to

S < ,
S S
0, f <.

(9.31)
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X. UKLADY LINIOWE

Uktad fizyczny to wyodrebniony z otaczajacego $wiata obiekt lub zbiér obiektow, ktorego
wtasciwosci lub zjawiska w nim zachodzace sg przedmiotem badan.

Uktad nazywamy liniowym, jesli zachodzace w nim procesy opisuja rownania liniowe.
Uktadem liniowym jest np. uktad elektryczny, ktérego opér, pojemnosé i indukcyjnosé nie

zaleza od napiecia i natezenia pradu.

Rysunek 12: Symboliczne przedstawienie uktadu o sygnale wejsciowym z(t) i sygnale

wyjsciowym y(t).

W naszych rozwazaniach przyjmiemy, ze uktad jest liniowy, jesli pomiedzy sygnatem wej-

Sciowym z(t) a sygnalem wyjsciowym y(t) zachodzi nastepujacy zwiazek:

“+o00

y(t) = / ht, ) (1) dt'. (10.1)

—00

Funkcje h(t,t') nazywamy odpowiedzig impulsowq uktadu:

o) =d(t—to) = y(t)=[ TR ) 8t = to) dt’ = Rt to). (10.2)

—0o0

Niech sygnal wejsciowy x(t) bedzie kombinacja liniowa sygnalow xq(t) 1 zo(t):
x(t) = arz1(t) + agwa(t), (10.3)
gdzie ay i as sa stalymi wspotczynnikami. Niech
+oo
u(t) = / Wt ) ap() Al k= 1,2, (10.4)

Wowezas ze wzoru (10.1) wynika, ze

y(t) = arya (t) + agya(t). (10.5)
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Widzimy zatem, ze jesli sygnal wejsciowy jest kombinacja liniowa sygnaléow (nazwijmy je
sktadowymi), to sygnal wyjsciowy jest kombinacja liniowa sygnalow wyjsciowych odpowia-

dajacyh poszczegbdlnym sktadowym sygnatu wejsciowego.

Jesli h(t,t') zalezy tylko od roznicy t — t/, to uklad nazywamy stacjonarnym (kazdy uktad
o stalych w czasie parametrach jest stacjonarny). Dla uktadu stacjonarnego mozemy zatem

napisac¢

h(t,t) = h(t —t). (10.6)

Wowcezas wzor (10.1) przyjmuje postaé

y(t) = /+OO h(t —t) z(t) dt’ = /+OO h(t")z(t —t") dt’. (10.7)

—00 —0o0

Przypomnijmy teraz wzér na transformate Fouriera g funkcji g:
+o0 .
(f) = / g(t) eIt dt. (10.8)
Woéwcezas
oo 2mift
gt = [ g(nerrar. (10.9)

Dla uktadu stacjonarnego zachodzi prosty zwiazek pomiedzy transformatami Fouriera sy-

gnatu wyjsciowego i wejéciowego:

g(f) = h(f) 2(f), (10.10)

transformate Fouriera iL( f) odpowiedzi impulsowej uktadu nazywa sie transmitancjg uktadu.

DowOD.
i = [y e (10.11a)
= /+OO </+OO h(t) z(t —t) dt’) e 2t qt (10.11b)

G (/ Tt — ¢y e a) ar. (10.11c)
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W calce po t zamieniamy zmienng catkowania:

t—&=t—t, dé=dt, t=1t+¢ (10.11d)
Woéwezas
+o00 . +oo . , sl
/ w(t —t)e ™At = / z(&) e T EHD) q¢ = o727V 7 f), (10.11e)
Ostatecznie
+o00 e 5 ~
J) =) [ hE) e Al = E(f) (). (10.111)

Stacjonarny uktad liniowy nie zmienia czestotliwosci sygnatu:

z(t) =A™t = y(t) = Aﬁ(f) e2mift, (10.12)
DowoOD.
+o0o
y(t) = / h(t — ) a(t') d (10.13a)
+oo +oo o , o
— / (/ h(fl) e27r1f (t—t") df/) Ae27r1ft dt, (1013b)

W (10.13b) zamieniamy kolejnosé catkowania i korzystamy z reprezentacji catkowej § Diraca:

+oo +oo . Ny - o
y(t) — A/ (/ e27r1(f—f )t dtl) h(fl) e27r1ftdfl (1013C)

—00 —00

(f) et qf (10.134d)

I
.
T
L
>
\
|
~

>

= Ah(f)e¥t, (10.13¢)

Przechodzimy teraz do rozwazan, w ktorych z(t) jest realizacja pewnego procesu stocha-
stycznego (X;). Wowczas y(t) jest realizacja innego procesu stochastycznego (Yy), ktory, na

mocy wzoru (10.1), moze by¢ zwiazany z (X;) za pomoca formuty:

+oo
Y, = / h(t,t') Xy dt’. (10.14)

—00

Zauwazmy, ze jesli (X;) jest rzeczywistym procesem stochastycznym i h(t,t') € R, to (Yy)

jest réwniez rzeczywistym procesem stochastycznym.
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Pokazemy najpierw, ze jesli uktad jest stacjonarny i (X;) jest procesem stochastycznym sta-
cjonarnym w szerszym sensie, to (Yy) jest rowniez procesem stacjonarnym w szerszym sensie.

Niech mx(t) = E(X¢) i my(t) = E(Yq),

my(t) = B ( / :’O h(t, ) Xy dt’) -/ :O e, #) EX) ' = [ T R ) mx(#) dEL (10.15)

—00

Jesli mx(t) = mx = const, to

+o00
my(t) = mX/ h(t, 1) dt. (10.16)
Jesli dodatkowo uktad jest stacjonarny, to
400 —+o00 ~
my(t) = mX/ Wt —t)dt’ = mX/ h(r)dr = h(0) mx, (10.17)
czyli wowczas
my = h(0) mx = const. (10.18)

Dalej przyjmujemy, ze uktad jest stacjonarny i obliczamy funkcje autokorelacji procesu sto-

chastycznego (VY,):

Ky(ty,t2) = B(Y,, Y5,) (10.19a)
“+oo “+o0
_E (/ h(ty — 1) X, dt/ W (ty — 1) X5 dt’) (10.19b)
400 +o0o
= / dt/ dt' h(ty —t) h*(ta — t') E(X; X}) (10.19¢)
+oo +o0
- / dt / At Bty — 1) B (ts — ') R(t — ). (10.19d)

Wprowadzamy nowe zmienne catkowania:
t—u=t—t, t'—v:=ty—1t, (10.20)
wOwczas
+oo +oo
Ky(t1,t2) = / du/ dv h(u) h*(v) Rx(ty — ta + v — u). (10.21)

Funkcja autokorelacji Ky(t1,t2) zalezy zatem od t; i to wylacznie przez roznice t; — to
i mozemy zdefiniowaé

Ry(7) = Ky(t,t —7) = BE(Y,Y"). (10.22)
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Woéwezas

R(r) = /:’O du /:’O dv h(u) h* () Ry(r + 0 — u). (10.23)

Obliczymy nastepnie funkcje interkorelacji pomiedzy procesami (Y,) i (X;):

Kyx(t1, ta) = E(Y,, X5) (10.24a)
+o0o
_E (/ h(ty — ) X, dt - x;;) (10.24D)
+o0
—E ( | nit =%, dt) (10.24c)
+oo
- / h(ty — t) B(X, X;,) dt. (10.24d)

Zaktadamy teraz, ze (X;) jest procesem stochastycznym stacjonarnym w szerszym sensie.
Wowcezas

E(X,X;,) = Kx(t, t2) = Rx(t — t3) (10.25)

i catke (10.24d) mozemy zapisa¢ w postaci

—+00

Kyx(tr,t2) = / Bty — t) Ry(t — t2) dt. (10.26)

— 00

Powyzsza catke, po zamianie zmiennej catkowania,
t—u:=1t—t, du=-dt, t=1t —u, (10.27)

zapisujemy tak:
+oo
Kyx(t, ts) = / h(u) Rx(t1 — ts — ) du. (10.28)

— 00

Mozemy zatem zdefiniowa¢ Ryx(7) := Ky (t,t — 1),

“+oo —+00

h(u) Rx (1 — u) du = / h(r — u) Rx(u) du. (10.29)

—00

Ryx(7) = /

—00

Pokazalismy zatem, ze jezeli (X;) jest procesem stochastycznym stacjonarnym w szerszym

sensie, to procesy (X;) i (Y;) sa procesami lacznie stacjonarnymi w szerszym sensie.
Obliczmy jeszcze funkeje interkorelacji Rxy pomiedzy procesami (X;) i (Yy):

Ryy(7) = E(X,Y7_.) (10.30a)
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= (B(Ye—r X)) (10.30D)
= (Kwx(t—7.1)) (10.30¢)
= Ryx(—7). (10.30d)
Korzystajac z (10.29) mozemy napisac
Rxy(T) = /_;Oo h*(u) Ry(—71 — ) du. (10.31)

Poniewaz Ry(7) = Rx(—T7), ostatecznie mamy

Rxe(r) = [ " 1 (w) Ry (7 + ) du. (10.32)

—00

Widmowa gesto$é mocy procesu stochastycznego (Yy):
+o0 .
Sv(f) = / dr Ry (1) e~ 271 (10.33a)
+o00 +o0 +oo ;
= / dr/ du/ dv h(u) h*(v) Rx(T + v — u) e 2™/7, (10.33b)

Najpierw obliczamy catke ze wzgledu na 7, dokonujac w niej zamiany zmiennej catkowania

zgodnie ze wzorem

T E=T+Hv - (10.34a)
Otrzymujemy
+00 . +00 . .

/ RX(T Ty — u) e—27r1f7' dr = / RX(f) e—27r1f§ df . e—27r1f(u—v) (1034b)
= Sx(f) e 2mlm), (10.34c)

co podstawiamy do wzoru (10.33b):

400 . 400 .

Svy(f) = Sx(f) - / h(u) e ™" du - / h*(v) e dy (10.35a)
= Sx()) ()P (f). (10.35b)

Ostatecznie

Sv(f) = |h(f)I? Sx(f). (10.36)
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Na koniec rozwazmy wzajemne gestosci widmowe Syx 1 Sxy dla procesow (X;) i (Yy):

—+o00 —+o00

Svyx(f) = 3 Ryx(t) e ?™ITdr,  Syy(f) = 3 Ry (1) e 2™ dr. (10.37)
Mozna pokazac, ze
Syx(f) = h(f) Sx(f)- (10.38)
Poniewaz
Sxy(f) = Syx(f) 1 Sx(f) = Sx(f), (10.39)

ze wzoru (10.38) natychmiast wynika, ze

Sxr(f) = B (f) Sx(f). (10.40)
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XI. STATYSTYCZNA TEORIA WYKRYWANIA SYGNALOW W SZUMIE

A. Testowanie hipotez: podejscie Neymana-Pearsona

i
v
L%
e
|
14
]
|

el 1l it :
- t.-- = i- -;-F—— i t - -'— b
-3 bt B i‘__,_________ _E_L____ "l'rt?-,t_aj_

Rysunek 13: Dane sa realizacja szeregu czasowego.

Przyjmujemy, ze dane rejestrowane przez urzadzenie pomiarowe (czyli detektor) sa realizacja

pewnego szerequ czasowego czyli procesu stochastycznego z czasem dyskretnym:

—

X = (Xi,. .., Xp). (11.1)

Podstawowa idea teorii wykrywania sygnatow w szumie polega na tym, ze obecnos¢ sygnatu
w danych zmienia tacznag gesto$¢ prawdopodobieristwa procesu X. Jesli sygnatlu nie ma w
danych, to gestoscia ta jest

po = po(T), (11.2)

natomiast jesli sygnal jest obecny w danych, to gestoscia jest

p1 = p1(Z). (11.3)

Problem wykrycia sygnatlu w szumie formulujemy w jezyku testowania hipotez. Niech D C
R¥ bedzie zbiorem wszystkich mozliwych wynikéw pomiaréw. Okreélenie testu polega na

podziale zbioru D na dwa roztaczne podzbiory:
D=RUR' gdzie R :=D\R, (11.4)

oraz przyjeciu nastepujacej procedury:
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Rysunek 14: Podzial zbioru D na dwa roztaczne podzbiory R i R'.

e jesli ¥ € R, to mowimy, ze jest sygnal;
e jesli ¥ € R, to mowimy, ze nie ma sygnalu.
Mozemy popetnié¢ dwojakiego rodzaju btedy:
e blad 1szego rodzaju czyli falszywy alarm — wybieramy p;, gdy jest po,

e btad 2go rodzaju czyli przeoczenie — wybieramy pg, gdy jest p;.

<. i "(1, J
e | e
. A 22 Y
HE G I

Rysunek 15: Gestosci prawdopodobienistwa pg 1 p; oraz zbiory Ri R'.

Prawdopodobienstwo fatszywego alarmu:
Pu(R) = /R po(7) d; (11.5)

prawdopodobienstwo detekcji:

Pa(R) = [ pi(@) az; (11.6)
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prawdopodobienstwo przeoczenia:

/ p(T) A7 = 1—/p1<f) d7 =1 - Py(R). (11.7)
R’ R
T s -
T NAAEE]
: AT
-t ﬂ\“ I| J'l
& | 4. 1y "{
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Rysunek 16: Poziomice ilorazu wiarygodnosci A(Z) i zbiory R(N).

Nalezy skonstruowaé¢ najlepszy test. Podejscie (kryterium) Neymana-Pearsona: ustalamy
warto$¢ P, 1 szukamy testu, ktory maksymalizuje Py.

Zdefiniujmy loraz wiarygodnosci:

A =240

T) = — 11.8
i rozwazmy rodzine podzbioréw zbioru D:
R\ :={¥ € D:AZ) > \}. (11.9)

Test spetniajacy kryterium Neymana-Pearsona okreslony jest przez zbior R(\g), Ao jest

wartosciqg progowq ilorazu wiarygodnosci, ktorg obliczamy z warunku:

Pu(ROw)) = [, po(@) a7 =a, (11.10)

gdzie a jest ustalona wartoscia prawdopodobienstwa falszywego alarmu.

Przyklad 11.1. Przesytamy wiadomos¢ m, ktéra moze przybrac¢ jedng z dwoch war-

tosci liczbowych: m; albo mg, m; > my. Kanal transmisyjny dodaje do wiadomosci
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szum N, o ktéorym zalozymy, ze jest gaussowska zmienna losowa o zerowej wartosci
$redniej i wariancji o > 0. Woéwczas zmienna losowa X opisujaca wiadomosé otrzy-
mang moze by¢ zapisana w postaci:

N +mg, gdy m = my,
X=N+m= (11.11a)

N+mq, gdy m=m;.

B
',J"_l.
|___ﬂ"_:_ ’i" 'Fﬂ

Rysunek 17: Gestosci prawdopodobienistwa zmiennej losowej X.

Zmienna losowa X ma gestos¢ prawdopodobieristwa

1 (x — my)?
_ _ &= _ 11.11
po(z) Toron exp [ 207 ], gdy m = my, ( b)
1 (x —my)?
_ N Ul UV —m. 11.11
() Toron exp [ 207 ], gdy m = my ( c)

lloraz wiarygodnosci ma postac

_ 2 (o _ 2
Az) = P _ oo [_ (z = m) 2(”3 mo) } (11.11d)
po(2) 207
Rozwigzujemy nieréwnosé
A(z) = Ao, (11.11e)
ktora jest rownowazna nieréwnosci
InA(z) > In . (11.11f)
Korzystajac z (11.11d) dostajemy:
— 2 _ _ 2
InA(r) = - E=m) —@=mo)® oy o (11.11g)

2
20y
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I

(x —m1)® — (z —mp)® < —207 In X (11.11h)

0

1 O'ﬁ In )\0
> Ty = = — 11.11i
T Z Ty 2<m1 + mO) + 2(m1 _ mO) ( 1)
Po ustaleniu wartosci prawdopodobienstwa falszywego alarmu,
P, = a, (11.11))
wartos¢ progowa z; obliczamy z réwnania:
+0o0 1 +oo 9
o= x dm:—/ /2 du. 11.11k
/xt po( ) V21 J(@i—mo)/on ( )
Prawdopodobienistwo detekcji wynosi:
+0o0 5
Py = / z)dz = / = / e " /2 dua
d Tt pl( ) vV 27T Tt—mi1 /UN \/ 27T (x¢—mo)/on—p
(11.111)
gdzie wprowadzilismy wielko$é p zdefiniowana nastepujaco:
pi= 210 (11.11m)
ON

ktora nazywamy stosunkiem sygnat-szum. Widzimy zatem, ze przy ustalonym o« praw-
dopodobienistwo detekcji Py zalezy od stosunku sygnat-szum p: Py rosnie ze wzro-

stem p.

B. Wykrywanie znanego sygnalu w addytywnym, gaussowskim i stacjonarnym

szumie: filtr dopasowany

Niech dane beda realizacja procesu stochastycznego z czasem cigglym:

Xi, 0

N
~
N
o3

(11.12)
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W detektorze istnieje szum N;, ktory jest procesem stochastycznym, w danych szukamy

deterministycznego sygnatu h. Zakladamy, ze szum jest addytywny:

N;, gdy nie ma sygnalu w danych,
Xi = (11.13)

N; + h(t), gdy sygnal jest obecny w danych.

Zaktadamy dalej, ze szum jest procesem stochastycznym:
e 0 zerowej wartosci Sredniej,

e gaussowskim (czyli zmienne Ny, ..., Ny maja m-wymiarowy rozklad Gaussa dla

kazdego m € N i dowolnego wyboru chwil ¢y, ..., ),

e scisle stacjonarnym (czyli jego wlasnosci probabilistyczne nie zaleza od wyboru punktu
zerowego na osi czasu; dla procesu gaussowskiego $cista stacjonarnosé jest rownowazna

stacjonarnosci w szerszym sensie).

Woéwezas mozna pokazaé, ze logarytm ilorazu wiarygodnosci ma postaé

InA(z) = (x|h) — = (h|h). (11.14)

1
2
Wprowadzony wyzej iloczyn skalarny (+|-) jest zdefiniowany nastepujaco:

(aly) = 4Re/0+def, (11.15)

gdzie ¥ oznacza transformate Fouriera x, Sy jest jednostronna (tj. okreglona dla f > 0)
widmowa gestosciag mocy szumu.
Przypomnijmy, ze funkcja autokorelacji szumu jest Ky(¢,t') := E(N;Ny ), dla szumu stacjo-

narnego w szerszym sensie Ky jest funkcja ¢t — ¢’ i mozemy zdefiniowaé
Rn(T) := Kn(t,t — 7). (11.16)
Wowczas, dla f > 0,

Su(f) = 2Bn(f) = 2/? Ru(r) e 27 dr. (11.17)

Prawdopodobieristwo detekcji sygnatu zalezy od stosunku sygnal-szum, ktoéry mozna obli-

czy¢ za pomoca formuty:

o 1 P2 1/2
pi=/(hlh) =2 (/0 ‘gi{;g df) . (11.18)
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C. Estymacja parametréw sygnalu i ich bledéw: macierz Fishera

Niech szukany sygnat h zalezy od m parametréow 6y, ..., 6, o nieznanej z gory wartosci:

—

h=h(t0), 0=6,...,0m). (11.19)

Woéwcezas gestosé prawdopobienistwa p; i iloraz wiarygodnosci A staja sie funkcjami parame-

trow 5 .
= pi(z;0)

A(z;0) = . 11.20

(z;0) (@) ( )

Estymatorami najwiekszej wiarygodnosci sa te wartosci 0, parametrow 6;, ktoére maksymali-

—

zuja A(z; ). Warunkiem koniecznym na to jest spelnienie rownaii

0 o
Az 0) = =1.... . 11.21
20, (x;0) =0, 1 R 07} ( )

Asymptotycznie, tj. dla p — oo, estymatory najwiekszej wiarygodnosci:
e s nicobciazone, tj. E(6;) = 6;;

e maja rozktad Gaussa z macierza kowariancji réwna odwrotnosci macierzy informacyj-

nej Fishera I':
E((6: = 0:)(6, — 0;)) = (T "), (11.22)

gdzie

Dka stacjonarnego szumu gaussowskiego

Oh
b = (ae-

ah). (11.23)



